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Abstrakt

Tento dokument ma za cil vytvorit
vyukovy materidl, ktery by objasnil
zéklady fungovani neuronovych siti
primarné pro Ctenafe (nejen stfednich
skol), ktefi maji zdklady diferencidlniho
poctu. V prubéhu prace bude vysvét-
lena teorie, kterd bude na zavér vyuzita
v praxi na realné implementaci neuro-
nové sité. Presnost sité bude nasledné
overena.

Kli€¢ova slova: neuronova sit, strojové
uceni, mnist dataset, rozpoznavani cis-
lic, backpropagation

/ Abstract

Vi

This document aims to create a study
material that would clarify the basics of
Neural Networks primarily for readers
that have a basic understanding of cal-
culus. The basic theory behind neural
networks will be explained and at the
later chapters, it will be put to practice.
Finally, the precision will be checked.

Keywords: neural network, machine
learning, mnist dataset, recognizing dig-
its, backpropagation
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Kapitola 1
Uvod

V pribéhu poslednich let je stile vice slySet o umélé inteligenci (AI) a to nejen v
odbornych kruzich. Technologické spolecnosti zminuji vyuziti strojového uceni (ML)
ve svych produktech, montuji podpurné Cipy a dokonce pripravuji API pro vyvojare.
Ovsem co to neuronové sité jsou, pro¢ je o nich tak ¢asto slySet ve spojitosti s Al, ML a
co tyto pojmy vlastné znamenaji a jak se od sebe li§i? A predevsim jak vlastné samotna
neuronova sit v nejzakladnéjsim provedeni funguje, tak na tyto otdzky se pokusi tento
dokument odpovédét srozumitelnym jazykem urcenym predevsim pro ¢tenare, ktefi se v
této tématice chtéji teprve zorientovat a nechtéji, aby pro né slovni spojeni ,,Neuronové
sité* bylo pouhou ,magii®

I 1.1 Pro koho je tato prace urcena

A¢ je nazev této prace ,Neuronové sité pro SS¢, tak pfi jejim psani nebylo rozhodné
zamysleno se omezit pouze na stredoskolské publikum. Prace je vhodnéa pro kohoko-
liv, kdo mé alespon zdklady diferencidlniho poctu a nejlépe néjakého programovaciho
jazyka.

Cilem préce je vyuzit jiz znaénych kvalitnich zdroji, které jsou nanestésti vétsinou
v anglickém jazyce, coz je skoda pro Ceské prostiedi uz jen kvili tomu, ze popularita
neuronovych siti a strojového uceni v posledni dobé vysoce stoupa.

® Machine learning

. + P
Viyhledavaci dotaz Porovnani

Celosvétove - 2004-soucasnost ¥ Vsechny kategorie + Vyhledavani na webu «

Zajem v pribé&hu éasu

¢
A

Poznamka

Obrazek 1.1. Trend vyhledévani pojmu Machine Learning na Google (2004 - 2020)

I 1.2 Co by mél ctenar po precteni umét

Po precteni by mél mit ¢tenar prehled o zédkladnich pojmech, které se vyskytuji kolem
neuronovych siti a strojového uceni. Zaroven si napise vlastni neuronovou sit, takze by



meél byt schopen porozumét principu, na kterém mtze stavét pri nadchazejicim studiu
nejen z teoretické perspektivy, ale i praktické.

I 1.3 Struktura prace a prostredi
Prace se sklada ze dvou zdkladnich komponent a to:

m Teoretickd
m Prakticks

sz vz

Teoreticka ¢ast je hlavni text, ve kterém bude vysvétlena teorie a bude ¢tenare pro-
vazet. Nicméné pro prehlednost a interakci ¢tenare budou teoretické casti sekundovat
¢asti praktické, které budou v podobé Jupyter notebooku (viz nize 1.3.4), diky kte-
rym si mize Ctenar osahat kod vlastnima rukama. Nize je popis ruznych technologii, se
kterymi se ¢tenar v pribéhu cetby préice setkéa:

l 1.3.1 Python3

Jazyk Python ve verzi 3 (dédle pouze Python) byl zvolen nejen pro jeho jednoduchou
syntaxi, ale predevsim proto, ze velka ¢ast zdroju jej jiz vyuziva a je tedy pomeérné
snadné najit potrebné knihovny, ukdzkové kody a pokracovat ve vlastnim studiu. Infor-
mace potfebné k instalaci Pythonu lze najit na oficidlnich strankéch®.

B 1.3.2 Pickle

Pro serializaci dat je vyuzita knihovna pickle?. Diky tomu mame nase transformovand
data ulozena v souboru a pri pristim pouziti ndm pouze stacéi je nadcist, jelikoz jsou jiz
v nami pozadovaném formatu.

H 1.3.3 NumPy

NumPy je matematicka knihovna pro jazyk Python, ktera poskytuje podporu pri vy-
poctech. Nemé nic spole¢ného s logikou tvofené neuronové sité, nybrz je to pomocny
nastroj, ktery uleh¢i praci napriklad s vicerozmérnymi poli a vektorovymi vypocty a
podobné. Pro vice informaci miize étenai navstivit oficidlni stranky?.

Vice viz [1]

Il 1.3.4 Jupyter Notebook

Jupyter Notebook je pouzivan k prezentovani praktickych c¢asti této prace. Je vyuzivan
v podstaté jako interaktivni uéebnice, kde je samoziejmosti nejen zvyraznovani syntaxe
psaného kédu, ale kod lze libovolné editovat, spustit a uzivatel uvidi vystup programu po
jeho tpravach. Krom psani samotného kédu jde do notebooku psat i klasicky text. Diky
tomu se z néj stava kvalitni nastroj pro vysvétlovani problematiky psaného programu.

Pokud by ¢tenar nemél zajem pouzivat Jupyter notebooky, pak samoziejmé nemusi.
Vsechny programy, které budou napsany v ramci této prace, budou samoziejmeé ptilo-
zeny jako klasické prilohy, které lze spustit a upravovat. Zdrojem pro vice informaci o
projektu Jupyter jsou oficialni stranky?.

Vice viz [2]

https://www.python.org
https://docs.python.org/3/library/pickle.html
https://numpy.org/

https://jupyter.org/
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https://www.python.org
https://docs.python.org/3/library/pickle.html
https://numpy.org/
https://jupyter.org/

1.4 Neuronova sit

I 1.4 Neuronova sit

[3] Pocitacovd aplikace nebo systém vyuzivajici k reseni 1loh model funkci biologického
neuronu (tzv. procesor, vgkonny prvek, perceptron). Typicky procesor md vice vstupii,
které dokdze klasifikovat a na jejich zdkladé generovat vystup. Procesory jsou navzd-
jem propojeny do siti ohodnocenymi vazbami, cozZ umoznuje nealgoritmické a paralelni
zpracovani slozitych tloh. Sité mohou mit riznou topologii (asociativni, rekurentni,
vrstvend). Cinnost sité je zaloZena na procesu ucend, tj. adaptace na konkrétni ilohu za
pomoci vnéjsiho cinitele (sit s ucitelem) nebo na zdkladé stimuli (samoorganizujici se
sit).

Tolik k formé&lni definici. Neformalné miizeme neuronové sité chapat jako model, ktery
lze vyuzit k feseni problémii. Nejde tedy o konkrétni implementaci!, nybrz o piistup
k Teseni. Na rozdil od tradi¢niho pristupu k programovani, kde jsou jasné definovina
pravidla, jak problém fesit. Neuronové sité si naopak samy z dat najdou a nauci dilezité
vlastnosti, které jsou nutné k vytreseni daného problému.

I 1.5 Machine learning

[4] Strojové ucent je podskupina umélé inteligence, kterd se zaméruje na vijvojové sys-
témy, které se uci — nebo zvysuji svou vijkonnost — na zdkladé dat, se kterymi pracuji.
Umeéld inteligence je Siroky pojem, ktery oznacuje systémy nebo stroje, které napodobuji
lidskou inteligenci. Strojové uceni a umeld inteligence jsou casto diskutovdny spolecné
a tyto pojmy jsou neékdy pouzivany zaménitelné, ale neznamenaji totéz. DuleZitym roz-
dilem je to, Ze ackoli veskeré strojové uceni je umélou inteligenci, neni veskerda uméld
inteligence strojovym ucenim.

B 1.6 Artificialintelligence

[5] Mezioborovd védni disciplina na pomezi kognitivnich véd, kybernetiky a pocitacové
védy, kterd zkoumd a modeluje inteligenci s cilem vyvinout software a hardware, ktery
bude pri Teseni uloh pouZivat postupy povaZované za projev lidské inteligence.

Na obrazku nize Ize vidét, Ze je mnoho pristupta k Al a ML je jen jednim z nich a je
tedy podmnozinou Al.

! https://slovnik-cizich-slov.abz.cz/web.php/slovo/implementace


https://slovnik-cizich-slov.abz.cz/web.php/slovo/implementace

1. Uvod

Deep learning Example:
Shallow
Example: autoencoders
MLPs

Example:
Logistic
regression

Representation learning

Machine learning

Obrazek 1.2. Venniv diagram demonstrujici jednotlivé pristupy k Al a jak spolu souvisi

[6]



Kapitola 2
Definice problému

V této praci budeme demonstrovat implementaci konkrétniho reseni neuronové sité
na ,hello world“! neuronovych siti a to rozpoznavani ruéné psanych é&islic. Tento tikol
byl zvolen nejen kvili nizsi komplexité, ale zaroven diky vybornému, jiz existujicimu,
datasetu MNIST (viz 2.1), ktery vyuzijeme, abychom nemuseli sami sbirat data, coz je
mimo rozsah této prace.

Déle diky excelentni knize Michaela Nielsena, ktera je vybornym zdrojem a z im-
plementace sité v této knize vychazi kdd této prace. Blizsi popis MNIST datasetu je k
nalezeni v kapitole 5 a praci Michaela Nielsena l1ze najit zde [7].

B 2.1 mnist

MNIST dataset je databaze ruc¢né psanych Cislic ¢itajici celkem 70 000 popsanych pri-
klada. Popsanym prikladem je myslen jeden konkrétni obrazek cislice, ktery u sebe
obsahuje i korektni hodnotu c¢islice, diky které vime, o kterou se jedna a jsme schopni
posléze urcit, zda-li byl obrazek spravné klasifikovan. [8]

Bl 2.1.1 Soubory

Samotny dataset je tvoren nasledujicimi soubory a je jiz rozdélen na tréninkovou a
testovaci sadu:

m train-images-idx3-ubyte.gz: Tréninkovd mnozina obrazku
m train-labels-idx1-ubyte.gz: Tréninkova mnozina popiski
m t10k-images-idx3-ubyte.gz: Testovaci mnozina obrazku
m t10k-labels-idx1-ubyte.gz: Testovaci mnozina popiski

Dalsi vlastnost MNIST datasetu, kterou s vyhodou vyuzijeme je, ze byl jiz norma-
lizovan a ¢islice byly vycentrovany, coz ndm zna¢né ulehéi praci s preprocesingem (viz
2.1.2).

Dataset je ke stazeni na strankach http://yann.lecun.com/exdb/mnist.

Bl 2.1.2 Preprocesing

Preprocesing je krok, ve kterém jsou data transformovana do takového stavu, aby byla
snadno strojové zpracovatelnd [9].

! https://www.thesoftwareguild.com/blog/the-history-of-hello-world/


http://yann.lecun.com/exdb/mnist
https://www.thesoftwareguild.com/blog/the-history-of-hello-world/

Kapitola 3
Notace

Jelikoz se v rdmci této prace setkdme s mnoha matematickymi zapisy, je vhodné mit
vSe na jednom misté, aby se mél ¢tenar kam vratit v pripadé, ze by tapal a nebyl si jist
vyznamem néjakého zapisu. Neni nutné tuto kapitolu prochazet ihned, jelikoz se ¢tenar

jisté tési, az se dozvi vice o neuronovych sitich. Je tedy mozné tuto kapitolu preskocit a
vracet se dle potieby.

Jak jiz nazev napovida, tak neuronové sité se skladaji z jednotlivych neuront, které
jsou usporadany do vrstev. Tim se ovsem nekonci, jelikoz kazdy neuron se sklada z
dalsich komponent, které si v této kapitole predstavime spolu s jejich notaci, kterou
budeme v priibéhu prace vyuzivat.

I 3.1 Vrstvy

Jak jsme zminili vyse, tak jednotlivé neurony jsou usporadany do vrstev spolu s jejich
vahami (viz 3.7) a biasy (viz 3.6). Abychom byli schopni rozlisovat, o které vrstvé se
bavime, budeme vyuzivat exponentu, kde do zavorky napiseme ¢islo, o kterou vrstvu
se jedna. Naptiklad:

b

Toto by byl vektor biasti pro prvni vrstvu. Pokud se budeme ovsem bavit o obecnych
vzorcich, pak misto konkrétniho ¢isla budeme vrstvu znacit jako (I).

Jako posledni se v souvislosti s vrstvami budeme setkavat s velkym (L). To jiz neni
obecny zapis, jelikoz je to konstanta a je tim myslena posledni vrstva. Pokud bychom
tedy méli sit o péti vrstvach, pak L = 5.

B 3.1.1 Vstupnivrstva

Vstupni vrstva (anglicky input layer) je prvni vrstva nalevo v siti a neni ve skute¢nosti
tvofena neurony, i pres to, ze dle ndkrest to tak muze vypadat. Vstupni vrstva jsou
ve skutecnosti data, ktera do sité dodavame, se kterymi jiz neni v ramci dané vrstvy
nikterak dale manipulovano.

B 3.1.2 Skryté vrstvy

Skryté vrstvy (anglicky hidden layers), a¢ se mohou dle ndzvu zdat misteriézni, nejsou
nic jiného, nez jakakoliv vrstva nachazejici se mezi vstupni a vystupni vrstvou.

B 3.1.3 Vystupnivrstva

Vystpni vrstva (anglicky output layer) je posledni vrstva nasi sité (tedy prvni zprava)
a vystupni aktivace jejich neuronti jsou vystupem nasi sité. Jednotlivé ¢iselné hodnoty
pak interpretujme jako pravdépodobmnosti. Ten neuron, ktery ma nejvyssi aktivaci =
nejvyssi pravdépodobnost, je bran jako volba sité.



B 32 vektory

Toto opét navazuje na fakt, Ze sit je uspordddna do vrstev. Abychom nemuseli pocitat
s jednotlivymi ¢isly a vypisovat jejich konkrétni indexy, pak casto sdhneme po vekto-
rové /maticové notaci. Notaci pro jednotliva ¢isla se budeme vénovat nize, nicméné aby
se nam na prvni pohled lépe orientovalo, kdy se bavime o vektoru a kdy ne, tak vektory
budeme znacit tuénym fontem. Toto by byl vektor biast treti vrstvy:

b®

I 3.3 Vazeny vstup

Vazeny vstup, ktery znacime jako z](-l), je potiebny k vypoctu samotné aktivace neuronu.

O aktivacich si fekneme v zapéti. Vypocist jej 1ze nasledujicim zpiisobem:

J

Teorie 3.1. ) viz 4.1

Pokud prejdeme na vektorovou formu, pak se bavime o vektoru vazenych vstupt pro
danou vrstvu. Jeho vypocet a zapis [ — tou vrstvu by vypadal nasledovné:

20 — W . 0= | p®

Teorie 3.2. Skaldrni souéin viz 4.3

I 3.4 Aktivace

Aktivaci je myslen vystup z konkrétniho vektoru po aplikaci sigmoid funkce na va-
zeny vstup. Aktivaci zna¢ime pomoci malého a. Pokud bychom se bavili zapisu jedné
konkrétni aktivace, pak budeme vyuzivat nasledujici zapis, kterym je myslena j — ta
aktivace v [ — té vrstvé:

@
a;
Vétsinou budeme sahat po vektorové formé. Pak mluvime o vektoru aktivaci pro
danou vrstvu. Vektor aktivaci naptiklad pro [ — tou vrstvu by tedy vypadal takto:

a®)

Jako posledni informace k aktivacim stoji za zminku dva vektory, které jsou specifické.
A to a® a al®). a® je specificky v tom, Ze je to ve skute¢nosti nas vstup do sité - tedy
data, kters siti doddme. Naopak a®) je vystup ze sité - pro nés to tedy je odhad sité o
kterou ¢islici se jedna.



I 3.5 Sigmoid funkce

Sigmoid funkci zna¢ime pomoci o a méa nasledujici predpis:

B 1
14 e

a(2)

Poznamka 3.1. Pokud je vstup do funkce vektor, tedy z, pak je operace provedena na
kazdy element zvIast.

Pfiklad 3.1. Aplikujme sigmoid funkci na vektor z:

m 2
22

B 36 Biasy

Kazdy vektor ma sviij bias. Pokud se budeme chtit bavit o konkrétnich biasech, pak
sahneme po nasledujici notaci:

0
bj
Timto je myslen j —ty bias v [ —té vrstvé. Opét s vihodou budeme vyuzivat vektoro-
vou formu zapisu. Pak se bavime o vektoru biast pro danou vrstvu. Ukazme si priklad
pro vektor biastu [ — té vrstvy:

b®

B 37 viny

Kazdy neuron ma zaroven vahy, které jej spojuji se vSemi neurony predchozi vrstvy.
7 toho vyplyva, ze kazdy neuron ma vice, nez jednu vahu, a proto zde sdhneme po
maticovém zapisu. Nicméné netfeba se znepokojovat. Nejprve si ukdzeme, jak budeme
znacit, pokud se bavime o jedné konkrétni vaze:

l
w®

Takto by byla oznacena viha, ktera spojuje j — ty neuron v [ — té vrstvé a k — ty
neuron v (I — 1) vrstvé. Toto znacCeni se muze zdat naopak, nez by bylo prirozené.
Nicméné jako pomucka muze poslouzit, ze (I) a j jsou nad sebou v jednom sloupecku a
tedy jde o stejnou vrstvu. Naopak k je mimo a tedy je to vrstva (I — 1).

Abychom mohli zapisovat vahy kompaktnéji, séhneme po maticich. Matice vah pro
vrstvu (1) bude tedy vypadat nasledovné:



3.7 Véhy

w

Abychom se podivali na konkrétni priklad a ujasnili si indexovani, pojdme se bavit
o siti na obrazku 3.1. Zde si obecné vypiSeme obsah matice pro 1. vrstvu. Tedy:

1 1 1
w® — wgl) ng) wgs) (1)

Lidsky receno muzeme kazdy radek matice vnimat jako veskera propojeni neuronu
s predchozi vrstvou. Tedy prvni fddek obsahuje vahy pro prvni neuron [ — té vrstvy
(Cervené). Druhy réddek obsahuje vdhy pro druhy neuron (modie) atd... Matice ma
vzdy tolik radkid, kolik ma dand vrstva neuronil a tolik sloupci, kolik neuroni ma
vrstva predchozi.

Obrazek 3.1. Vizudln{ ukdzka co ve skutecnosti reprezentuje matice vah pro vrstvu (1) v
tuto chvili tedy w®)

Priklad 3.2. Necht si ¢tenar zkusi sdm odvodit rozmér a nasledné sepsat matici vah pro
L, tedy w) stejné jako jsme to udélali pro I = 1 zde (1).



Kapitola 4
Matematika

Ackoli by bylo baje¢né vysvétlit tématiku neuronovych siti ¢isté lidsky bez matematiky,
ve skutecnosti to bohuzel mozné neni. Neuronové sité jsou plné matematiky, nicméné
neni treba se ji bat. Naopak, jakmile je pochopena muze pusobit az prirozené.

V této kapitole se miize ¢tenadf seznamit s rtiznymi matematickymi apardity, které
budou v rdmci této prace vyuzivany. Nicméné je potfeba zminit nasledujici upozornéni:

Jakékoliv vysvétlivky matematickych metod v této praci nejsou exaktni. Naopak
pFistup, kterym jsou vysvétiovany je volen imysiné tak, aby byl pochopitelny lidskym
jazykem a bylo pokud mozno srozumitelné co dany aparat déla a k cemu nam slouzi,
jelikoz to je podstata této prace.

Nebudou tedy poskytovany diikazy, nicméné vzdy bude odkazano na dalsi litera-

turu, jejiz podstatou naopak je tyto aparaty exaktné vysvétlit a dokazat.

Nyni, kdyz mame upozornéni za sebou, si uvedeme naopak doporuceni. Tuto kapitolu
je doporuceno preskocit, pokracovat rovnou kapitolou 5 a vracet se postupné v pfipadé
potreby. Pokud to bude nutné, pak na tuto kapitolu bude odkdazano a ¢tenar bude mit
kde €erpat. Pro¢ tomu tak je? Cilem této prace je priblizit tuto tématiku predevsim
studentum strednich skol, které jisté zajimaji neuronové sité a nikoli matematicky apa-
rat skryvajici se v pozadi. Nez by se student kapitolou prokousal, mohl by také ztratit
motivaci - coz by byla skoda. Naopak, pokud jiz bude znat davod, kvuli kterému se
dany apardt uci, bude mit jisté vétsi motivaci pokusit se jej pochopit.

I 4.1 Suma

Jiz z nazvu lze odvodit, ze pomoci sumy muzeme secist prvky ¢i funkce, které jsou za
sumou uvedeny. Sumu zna¢ime pomoci symbolu > . Pojdme si demonstrovat uziti sumy
na prikladu.

Pfiklad 4.1. M¢&jme vektor a = (1,2, 3). Vypoétéme sumu jeho ¢lent:

3
aj=(1+2+3)=6
j=1

V nékterych pripadech se vynechévaji ¢iselné indexy. Je tim mysleno zkratka pres
vsechny prvky. Tedy:

D aj=(1+2+3)=6
J
A jesté jeden priklad:

10



4.2 Sigmoid funkce

3
doalta;=(12+1)+(2°+2)+ (37 +3) =20
j=1

Déle muze ¢tenar ¢erpat napriklad zde [10].

I 4.2 Sigmoid funkce

Sigmoid funkce, nebo také logisticka funkce, ¢i logisticky sigmoid je v nasem kontextu
vyuzivana pro vypocet aktivace neuronu na zakladé vazeného vstupu. A¢ jsme si predpis
sigmoid funkce ukézali jiz v 3.5, tak si jej pfipomeneme zde spole¢né s vysvétlivkou, co
pro nés sigmoid funkce déla.

_ 1
14 e?

o(z)

Pokud bychom si sigmoid funkci vyobrazili na grafu, pak dostaneme graf nasledujici:

Obrazek 4.1. Graf sigmoid funkce

Z grafu muzeme vidét, Ze funkce o ndm vlastné prevede celé R do intervalu (0, 1).

Vice viz [11] str. 65

I 4.3 Skalarnisoudcin

Se znalosti sumy, jsme schopni definovat skalarni soucin:
Definice 4.1. M¢éjme vektory x a y o n prvcich, pak jejich skaldrni soucin je dan jako:
X y= Zacjyj =21Y1 + X2y2 + ... + TpY,

J

Poznamka 4.1. Berme na védomi, ze ,np.dot“ se v knihovné numpy pouziva i k mati-
covému néasobeni.

Vice viz [12] str. 124
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4. Matematika

I 4.4 Nasobeni matic

U néasobeni matic si pouze zminime podminku pro nasobeni a jakym zptisobem lze
zjistit rozméry vysledné matice. Méjme matici A a B, kde matice A mé rozméry m X n
a matice B ma rozméry k X j. Kde prvni rozmér vzdy znadci pocet radka a druhy pocet
sloupci:

ail a2 -0 Ain bl,l b1,2 cee bl,j

a1 G2 - Q2g ba1 bao - bo
A= | | . . [sB=| .

Am1  Gm2 - Gmp b br2 - by

Pak tyto dvé matice lze nasobit pouze, pokud n = k a vysledny rozmér matice bude
m X j.

Pfiklad 4.2. Méjme nésledujici matice A a B:

a b noi
A=|c d ;B:[g. Z]
f 7 k1

Vidime, ze jejich rozméry jsou 3 x 2 a 2 x 3 respektive. Déle lze vidét, ze vnitini cleny
se rovnaji - matice tedy lze nasobit a vnéjsi ¢leny nam daji vysledny rozmeér vynésobené
matice - tedy 3 x 3.

Vice viz [12] str. 49

I 4.5 Transpozice

Transpozici, neboli transponovanim je myslen proces, kdy se v matici prohodi radky za
sloupce a naopak. Tedy:

[a1, a9, ..., a,
an

Tato operace se da jednoduse pospat kratkym vzorcem, kde ¢ je ¢islo fadku v matici
a j cislo sloupce. a;; je potom prvek na ¢ — tém fadku a v j — tém sloupci.

T _ .

T
a1 ai2 -~ Qin aiil a1 - Qi
a1 A22 -+ dgp 12 G292 ' Apm2
Um1 Qm2 - Amn Ain Q2n - OGpm

) )

Vice viz [12] str. 48
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I 4.6 Derivace funkce

Poznamka 4.2. Bohuzel je mimo rozsah této prace kompletné vysvétlit tak komplexni
téma, jako jsou pravé derivace. Od toho jsou matematicka skripta. Nicméné si pokusime
derivaci vysvétlit intuitivné a nebudeme se starat o samotny proces, jak derivovat. V
pripadé potreby, necht se Ctenar obrati na potfebna skripta. A¢ znalost derivaci pomtze,
pro pochopeni problematiky neuronovych siti stac¢i chapat podstatu, kterou si pokusime
vysvetlit.

Co to tedy vlastné ta derivace je? Budme konkrétni a feknéme, Ze mame funkci
f(z) = 2. Derivaci funkce f(z) je funkce f'(x) = 2x. A pokud si obé funkce vyobrazime
na grafu, pak ziskdme takovy jako na obrazku 4.2

Obrazek 4.2. Graf funkce f(x) = 22 (modie) a jeji derivace f/(x) = 2z (Eervend)

Ti c¢tenari, ktefi za sebou maji zaklady diferencidlniho poctu jisté vi, Ze derivace
funkce ndm rika néco o prubéhu funkce pivodni. Zkusme se podivat na obrazek 4.2 a
vypozorovat vztah mezi funkel f(x) = 22 a jeji derivaci f'(z) = 2x.

Z grafu je patrné, ze puvodni funkce (modrd) klesd v castech, kde je jeji derivace
(Cervend) zapornd. V bodé 0, kde je jeji minimum (tedy neroste, ani neklesd) je i jeji
derivaci nulova a ve zbylé ¢asti, kde pivodni funkce roste je derivace kladna.

Pfiklad 4.3. Méjme vyse zadanou funkci a ovéfme, Ze na intervalu (—oo, 0) klesa, v bodé
0 je konstantni a na intervalu (0, co) roste.

Zvolime si tfi body v kazdém z pozadovanych intervali:
a=—-2;a € (—00,0)

b=0;
c=2;ce€ (0,00)

A nyni dosadime do derivace funkce a ovérime s grafem:

fl(x) =2z

13



0)=0
4

Ctenaf si nyni muze ovéfit, ze funkce v bodech a,b, ¢ skuteéné kless, je konstantni
a roste respektive. Muze ovsem vyvstat otazka, pro¢ se tomu tak déje? Pro exaktni
definici je opét nejlepsi nahlédnout do patriénych skript. My si ovSem pokusime popsat
intuitivni predstavu.

Jisté je ¢tendr obezndmen s goniometrickymi funkcemi a konkrétné pak s funkeci
tan(z) jez plati v pravothlém trojihelniku a vypoéita se jako pomeér odvésen. Kon-
krétné:

Délka protilehlé odvésny

Délka prilehlé odvésny

Déle vime, Ze pomoci této funkce lze vypocitat protilehly ihel. Ale to pro nas neni tak
dulezité jako samotny fakt, ze je tan definovan jako pomér odvésen trojihelniku. Co
nam toto vlastné rika? Jde si to vylozit nasledujicim zptisobem: Pokud popojdu o jeden
dilek na ose x, pak na ose y popojdu o tan(a). Pojdme byt konkrétni a podivejme se
na obrézek 4.3.

Protilehla odvésna

=@

-1 0 4 6 7

2 3
Pfilehla odvésna

Obrazek 4.3. Pravouhly trojuhelnik

Je zrejmé, Ze nas bude zajimat ihel ABC a pojmenujeme si jej a. Déle z obrazku
vidime, ze tan(a) = % = 1. Preformulujeme si to dle vyse zminéné pomiicky: Pokud se
posuneme o jeden dilek na ose x, pak se posuneme o tan(a) na ose y. A jelikoZ jsme
vypoditali, Ze tan(a) = 1, pak mizeme skuteéné z obrazku ovérit, ze tomu tak je.

Poznamka 4.3. Spokojime se tedy s intuitivni predstavou, ze tan(a) nam k4, jak moc
se dand funkce zvétsi, ¢i zmensi, pokud se posuneme o jeden dilek. Samoziejmé neni
nutné se pohybovat presné o jeden dilek, ale l1ze jej jakkoli ménit pokud ovSsem zménime
stejnym zpiusobem i vysledny tan(a).

14



Proc¢ tato odbocka k funkci tan? Protoze jsme si jiz fikali, Ze derivace nam riké, jak
moc funkce roste ¢i klesa a ukazali jsme si na prikladu 4.3, jak zjistit derivaci v daném
bodé. Pojdme si nyni spolecné odvodit oficidlni definici derivace, kterou najdete i ve
skriptech.

Pfiklad 4.4. Odvozeni definice derivace. Méjme néjakou funkci f(z) a zvolime si kon-
stantu h. Méjme néasledujici obrazek: 4.4

Pfilehla odvésna = h
Protilehla odvésna = f(x+h) - f(x)

f

Obrazek 4.4. Intuitivni popis derivace funkce

Zvolime si libovolné x v defini¢nim oboru funkce a déle h, které muze byt libovolné
z R. 7Z téchto udaju jiz zname, ¢i jsme schopni vypocitat nasledujici hodnoty: x, x + h,
f(x), f(x+ h). Pokud se podivime na obrézek 4.4, pak si mizeme povsimnout, ze ndm
tyto hodnoty spolecné s funkci f tvori v podstaté pravoihly trojihelnik. Samoziejmé,
ze prepona neni presnd. Ale viceméné mame trojuhelnik. Déale si muzeme povSimnout,
ze jsme ziskali obé odvésny a jejich délku mizeme vypocitat takto:

prilehld odvésna = (x+h) —x=x+h—x=h
protilehlé odvésna = f(x + h) — f(z)

A konecné tedy tan(a) muzeme tedy zapsat jako:

fle+h) - f(z)
h

Pokud néco neni jasné, necht ¢tenar zkonzultuje obrazek 4.4, kde jsou odvésny vy-
znaceny. Nyni ndm uz zbyva posledni problém - pfepona neni tiseckou a miize mit tedy
libovolny tvar. Z definice muzeme ovsem vyvodit, Zze pokud zvolime h mensi, pak se
priblizime k ptvodnimu bodu a odhad bude presnéjsi. Tedy by se nam hodilo mit h
nejmensi co to jde. Nastésti presné takovy aparat mame k dispozici a tim je limita.
Pokud bychom tedy zmensovali h tak dlouho, az by bylo skoro nulové, pak bychom
ziskali derivaci v bodé x. Pokud tedy doplnime definici, pak ziskdme:

flz+h) - f(x)
h

tan(a) =

7'(z) = lim

Vice viz [13] str. 63
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4. Matematika

4 ) -2 -1 0 1 2 3 4

—t

Obrazek 4.5. Graf funkce f(z) = 2% +1

I 4.7 Funkce vice proménnych

Na strednich skolach se vétsinou uc¢i funkce o jedné proménné. Méjme tedy funkci jedné
proménné napifklad f(z) = 2? + 1 a jeji graf vypada takto viz obrazek 4.5

Jak jisté ¢tenar vi, predpis f(z) znadi, Ze do funkce dosadime za z libovolné ¢islo,
které je pro danou funkci v defini¢nim oboru a funkce nam na oplatku vrati vyslednou
hodnotu. V tomto piipadé, pokud x = 2, pak f(2) =22+ 1=5.

U funkce vice proménnych je postup obdobny. Vezméme si opét néjakou jednoduchou
funkci napifklad f(x,y) = 2% + y* + 1 a opét se podivejme na jeji graf na obrazku 4.6

Obrazek 4.6. Graf funkce f(x,y) =22 +y% +1

Jak miizeme vidét, tentokrat po nas funkce nepozaduje pouze jedno cislo, tak jako
doposud, ale je potifeba dosadit ¢isla dvé. Pokud si dosadime napriklad takto: x =
2,y =3, pak f(2,3) =224+ 32+ 1=4+49+1 = 14. Pro &tenaie, ktery se s takovymto
grafem setkava poprvé, nemusi byt vSe hned jasné. Nicméné je to stejné jako s funkei
jedné proménné.

Na obrazku vidime osu x vyznacenou c¢ervenou barvou. Pokud bychom se na tento
graf podivali tak, ze bychom vidéli pouze osu x, pak dostaneme nasledujici graf viz
obrazek 4.7
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4.8 Parcialni derivace

Obrazek 4.7. Pohled na osu X grafu funkce f(z,y) = 22 +y? +1

Pokud porovname s grafem 4.5, pak mizeme vidét, Zze se jedna o totozny tvar. K
funkci o vice proménnych se budeme, alespon v ramci této prace, chovat v podstaté
stejné, jako k funkci jedné proménné s tim rozdilem, ze krom dosazeni za jednu pro-
ménnou (v grafu si ji pfedstavme jako osu) dosadime za dvé ¢i vice proménnych.

V nasem pripadé funkce o dvou proménnych tedy dosadime prvné za x = 2 (po ose
x se posuneme o dva dilky), poté za y = 3 (po ose y se posuneme o tii dilky). Poté
bychom se jiz mohli podivat na graf a odecist, ze na ose z = f(x,y) je vysledné ¢islo
14, coz lze ovérit i vypoctem.

Stejnym zptisobem funguji i funkce o n proménnych. U nich si bohuzel graf jiz pfed-
stavit nelze. Existuji metody, jak si pomoci se zobrazenim grafu pro funkci o tfech
neznamych. Tam ndm pomaha napiiklad barva, nicméné pro funkce o 4 a vice promén-
nych, tam je jiz potfeba si vypéstovat urcitou intuici.

Poznamka 4.4. | pres to, Ze si tyto funkce jiz nelze predstavit vizualné, jde vypéstovat
urc¢itd intuice. Jedna z moznosti je nepremyslet prilis nad vlastnim tvarem funkce, ale
brat v potaz, ze vse funguje obdobné jako v nasem trojrozmérném svété. Pokud bychom
méli néjakou funkei f(a, b, c,d), kde a = 1,b = 2,¢ = 3,d = 4, pak si predstavime, Ze
bychom se posunuli napiiklad o 1m ve sméru a (rovné), o 2m ve sméru b (doprava) o
3m ve sméru ¢ (nahoru) a o 4m ve sméru d. U posledniho rozméru jsme jiz v nasem
trojrozmérném svété nahrani, nicméné si to predstavme analogicky a posunuli bychom
se zkratka o jiz zminéné 4m ve sméru d.

Vice viz [14] str. 17

B 4.8 Parcialni derivace

Teorie 4.1. Derivace viz 4.6

Nyni jiz vime, jak chapat derivaci. A to tak, Ze nam rikd jakym zpusobem se dand
funkce chova v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru. Nicméné jiz vime, ze existuji i
funkce o mnohem vice proménnych, u kterych bychom také potrebovali zkoumat jejich
derivace. A abychom toho mohli docilit, tak si musime predstavit parcialni derivace.

Jelikoz u funkci jedné proménné je proménnd pouze jedna, pak neni nutné se zaobirat
tim, ve kterém sméru funkci zkoumame. A jak jsme si jiz diive fekli, jednotlivé vstupni
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promeénné lze brat kazdou jako urcity smér. Pokud chceme tedy derivovat funkci o vice
proménnych, je potieba si urcit, ve kterém sméru ji zkoumame.

To by se slovné dalo popsat jako ,Vuci které proménné derivujeme®. Nyni si pro
derivaci predstavime alternativni znaceni, které je ovsem rovnocenné s tim pro jednu
proménnou. Abychom si to demonstrovali, tak jesté na chvilku u funkce jedné proménné
zistaneme.

Pfiklad 4.5. Mgjeme f(x) = 322 + 2, pak:

’ of
Prosim ¢tenafe, aby se nezalekl znaceni a kdykoliv uvidi symbol 9, aby jej zkratka
vnimal jako signalizaci, ze jde o derivaci. Nyni prevedeme na slova pravou stranu vzorce
(1). ,Derivace funkce f vzhledem k proménné z* Jak je vidét, skuteéné se nejednd o
nic slozitého, ale pouze o jiny zpusob zapisu.

Nyni se jiz pojdme podivat na derivace parcialni. Davod, pro¢ lze derivaci funkce
jedné proménné zapsat takto f’(z) je ten, ze madme pouze jednu proménnou a tak je
jasné dle které chceme derivovat.

Méjme ovsem funkci, naptiklad f'(x,y) = 2z + 2y. Predstavme si nyni, ze dostaneme
pifklad, kde bude nésledujici zadani: f'(z,y). Mame derivovat podle z? Ci podle y? Jak
je vidét, zapis neni jednoznacny, a proto se u parcidlnich derivaci saha po druhé formé
zapisu.

Méjme nyni stejny piiklad, avsak zadany timto zpisobem: %5' Nyni jasné vidime, ze
chceme derivovat vzhledem k proménné y a sméle se pustime do préce.

Poznamka 4.5. Jak je patrné z vzorce (1) - oba zépisy jsou ekvivalentni. Tedy pokud
by ¢tenar rad zapisoval derivace funkce jedné proménné zptusobem na pravé strané od
rovnitka, muze to zcela jisté udélat.

A nyni hlavni otazka: Jak parcidlné derivovat? Ctendr, ktery se s parcialnimi derivaci
doposud nesetkal jisté ocekava zradu, avsak nastésti bude potésen, nebot parcidlni

vvvvvv

pro pocitani derivaci:

¢ = 0; ¢ = libovolnd konstanta (2)

Jak je z tohoto pravidla vidét, derivace konstanty je vZdy nulova a to je pro nas dobra
zpraval Méjme napriklad néasledujici slozité vyhlizejici funkci o ¢tyfech neznamych a
vypocteme si jeji derivaci vaci proménné z:

Pfiklad 4.6. Necht f(x,y, 2, w) = 322 — 12y" + 2z — w?, kde z,y, z, w € R, pak:

of

B, =

Jelikoz derivujeme dle proménné z, tak mtzeme vSechny ostatni proménné vnimat

jako konstanty. Jako pomiicku lze vyuzit, Ze si misto proménnych, dle kterych nederi-

vujeme napiseme libovolné konstantni ¢islo. Oviem pozor. Nezapominejme na pravidla

derivovani a pokud je néjaka jinda proménna v soucinu s tou, dle které derivujeme pak

nam nevypadne jako v tomto pFipadé. Ale nedésme se, pravidla pro derivovani jsou

skutecné vsude stejna, nicméné piiklad 4.6 byl icelné zvolen takovy, aby derivace vysla
hezky, avsak vzdy to tak byt nemusi.

1
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Priklad 4.7. Se znalostmi ze sekce 4.6 necht ¢tenaf zkusi sim ovérit, pro¢ plati pravidlo

(2)-
Vice viz [14] str. 53

I 4.9 Gradient

Teorie 4.2. Parcidlni derivace viz 4.8
S parcialnimi derivacemi souvisi jesté jeden, nejen pro nés, dulezity pojem a tim je
gradient funkce. Gradient funkce je vektor parcidlnich derivaci a znaci se nasledovné

V. Pokud se ¢tendar s timto pojmem setkava poprvé, muze opét znit slozité, ale neni se
¢eho obavat. Vse si opét nazorné ukazeme na jednoduchém prikladu:

Priklad 4.8. Mé&jme funkci vice proménnych f(z,y) = 22+ 2y. Najdéme gradient funkce

f:

fla,y) =2 +2y

0f_
%—235
af
2 —9
dy

A tedy gradient funkce f je:

_ [2$}
o 2
Jak jsme si povédéli, gradient funkce je tedy vektor parcidlnich derivaci a fika nam
velice dilezitou véc a to smér, kterym dana funkce roste nejvice. Predstavme si, ze jsme
1 P , . s .
v bodé [ 2] a zajima nas, kterym smérem se vydat, abychom sli co nejvice do kopce.
To se znalosti gradientu neni zadny problém, nebot nam staci dosadit a dostaneme

2.1 2 L . , . 2
2 = 2 a Vldlme, Z€ S€ Imusime Vydat ve Smeru 2 .

Nyni si ukdzeme tii grafy. Na grafu 4.8 je vyobrazena nase funkce f. Graf 4.9 vy-
obrazuje sméry gradientu v jednotlivych bodech a konec¢né graf 4.10 vyobrazuje rovnéz
sméry gradientu, ale pouze v roviné, kde f(x,y) = 0.

Vice viz [14] str. 56

I 4.10 Derivace slozenych funkci

I pTes to, ze jsme si fekli, ze se zde nebudeme ucit konkrétni zptsoby jak derivovat, tak
si alespon toto pravidlo spole¢né pripomeneme, nebot je klicové pro skutec¢né pochopeni
matematiky skryvajici se za neuronovymi sitémi. Pojdme si pravidlo vypsat a poté si o
ném povime vice:

(f(g()))" = f'(g(x)) - ¢'(x) 3)

Nenechme se zastrasit zapisem, jelikoz nam ik néco logického. Pojdme si to spolecné
demonstrovat.
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4. Matematika

Obrazek 4.8. Graf funkce f = 22 + 2y.

Obrazek 4.9. Graf funkce f = 22 + 2y s vektorovym polem dle gradientu.

ST, UK. s 318 Y I A
e THLT I L A i
sl NN WL T [T bal 2o
LA B LA B
S RN N 2T A
VEUR M S DA
- 3 i Ak i : 4 3 4
a0 1 W 7 X
NN Aot
Y L TSP 4
LALLM 8
= SR S S LN AR, @
WL W) 4 WV AP
e TN i o A A A
SIS UL A e
SR N AT T L
‘e S RE N ESE S
oIA KT TEL T 1A ¥ LA
= O o O
A RIS IV A A P 4
N
e WY S LY A, i
ola NN LT (2] e
SRR S e J i By
/A SN (VR (7] oF b
AL RN e LA L
XY L T 21 A

Obrazek 4.10. Graf funkce f = 22 4 2y s vektorovym polem dle gradientu v roviné.

Priklad 4.9. M¢&jme funkce g(z) = 2% a f(z) = 32? + 4. Spoéitejme derivaci funkce
f(g(z)). Nejprve se pokusime si sami odvodit, jak na to a poté se podivime na vyse
zminéné pravidlo dle vzorecku (3). Mame tedy:
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Odvozeni

A chceme ziskat:

f(g(z))

Dale, pokud si ¢tenaf vzpomind, jsme probirali v (1), Ze nésledujici zapisy jsou ekvi-
valentni. Pro intuitivnéjsi vysvétleni tohoto pravidla vyuzijeme druhy zminény. Tedy:

/ of
f(g(z)) = o

Vyse zminény prepis na pravé strané rovnitka nam tika tplné to samé ,Zderivujme
funkci f vicéi proménné z*. Jak bychom na to tedy §li? Jako pomtcku si nejdiiv pred-
stavime, Ze chceme pouze vypocitat vyslednou hodnotu funkce f(g(x)).

7Z logické tivahy vyvodime, Ze nejdiive musime obdrzet hodnotu pro vstupni promén-
nou z. Az poté jsme schopni vypocéitat vystup z g(z) a koneéné mizeme dosadit vystup
z g(x) jak vstup do f(g(x)). Tento myslenkovy pochod bychom si mohli znézornit takto:

z = g(z) = fg(x)) (4)

Ovsem stejnou optikou je nutné se divat na derivaci slozenych funkci. £ nam ovlivni
wrychlost rustu/klesdni* funkce g(x), ktera na oplatku ovlivni ,rychlost rastu/klesani“
funkce f(g(x)). Tedy, pokud chceme vypocitat nasledujici derivaci:

of
ox
Pak je nutné nejprve zjistit, jakym zpusobem ovliviiuje proménnd z funkci g(x) viz
(4). Tedy:

99
ox
Nyni, kdyz disponujeme touto informaci, mizeme dale zjistit, jak moc ovliviiuje vy-
stup funkce g funkei f(g(z)):

of
dg
V tuto chvilku prosim ¢tenafte, aby skutecné vnimal g jako obycejnou proménnou dle
které derivujeme. Stejné, jako tomu je u obycejného z. Koneckoncii x je pouhé ¢islo,
avSak v moment, kdy dosadime toto ¢islo do g(z), tak se z g(x) rovnéz stane pouhé
¢islo.
Nyni jiz mame oba ¢leny, které ndm ovliviiuji zmény ve funkci f(g(x)), tak si pojdme
vypsat kompletni derivaci nize:

of _ 99 0f
9r 01 0g (5)

Pokud zkonzultujeme vzorecek (4), pak si muzeme povsimnout, ze jsme dospéli ob-
dobného vysledku. Pokud jdeme zleva, pak vidime, ze nejprv musime zjistit, jak nam
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x ovlivni g(x) tedy  — g(x). Tento fakt ndm zde reprezentuje tento ¢len %. Poté po-
kracujeme déle a zjistujeme, jakym zpusobem ndm g(x) ovliviiuje funkei f(g(z)) tedy
g(z) = f(g(x)). Toto je reprezentoviano druhym ¢lenem %. A 7z téchto dvou ¢lent ndm
konecné vyjde, jak ovliviiuje proménnd x nasi funkei f(g(x)).

Pojdme se na to podivat prakticky. S vyse zadanymi funkcemi si vypocitdme oba
Cleny:

g(x) = 2°
dg 9.2
%_31;

Opét necht ¢tendr vnimé g(x) jako obycejnou proménnou a stejné tak se k ni chova.
Pokud to pomitze, je mozné si misto g(x) predstavit napiiklad y - tomuto se ¥ikd
substituce. Ale pozor, po dokonceni derivace je nutné dosadit zpét. My se substituci
vyhneme a ¢tendr sam zvazi, ktery pristup je mu vice po chuti.

f(x)=32>+6

flg(x)) =3g(z)* +6

gg = 6g(z)

Se znalosti obou ¢lent si dosadime do vzorecku (5) a ziskdme tedy:

of _

2 .
o 3z - 6g(x)

A jelikoz znéni g(z) zndme, pak si muzeme opét dosadit a ziskdme:

of _ 322 - 62° = 182°
oz

Pomoci vzoreéku (3)
Jiz nebudeme znovu pocitat derivace funkci f a g, neb jsou spocitany vyse.

Vice viz [13] str. 68
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4.11 The Hadamard product

I 4.11 The Hadamard product

Hadamardtv soucin, znaceny © je méné obvykla operace se dvéma maticemi o stejném
rozmeéru.

Pfiklad 4.10. Méjme matice A a B o stejém rozméru. Najdéme A © B:
_la b| , e f
A=t ale=[5 3

__|ae bf
A@B_[cg dh]

Jednoduse Teceno vynasobime polozky na stejnych pozicich.

Vice viz [11] str. 32
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Kapitola 5
Vstupni data

V této kapitole si podrobné popiseme vstupni data z MNIST datasetu a naimplemen-
tujeme si program, ktery je bude schopen nacist a posléze transformovat do formatu,
se kterym se ndm bude pozdéji 1épe pracovat.

Program pro nactent je soucdsti, jakozto priloha A.

I 5.1 Formatdat

Data MNIST datasetu nejsou ulozena v zddném standardizovaném obrazovém formétu
a napsat, ¢i uzit néjaky program, ktery nam je prevede do ndmi potiebného formatu,
je tedy nutnosti. Samotny format soubort je popsdn na strankach MNIST!. My si jej
ovsem projdeme spolecné.

Jedna se o celkem 4 soubory, kde tréninkova sada obsahuje 60 000 vzorkil a testovaci
sada obsahuje 10 000 vzorkl. Pro uplnost si uvedeme soubory, ze kterych se dataset
sklada.

m train-images-idx3-ubyte.gz: Tréninkovd mnozina obrazku
m train-labels-idx1-ubyte.gz: Tréninkovd mnozina popisku
m t10k-images-idx3-ubyte.gz: Testovaci mnozina obrazki
m t10k-labels-idx1-ubyte.gz: Testovaci mnozina popisku

Pozorny c¢tenar si jisté povsiml, ze vzorky a popisky jsou ve dvou rtiznych souborech.
Jak je tedy budeme parovat? Odpovéd na tuto otdzku je velice jednoduchd, nebot v
obou souborech je stejny pocet polozek, a tedy prvnimu vzorku odpovidéd prvni popisek
a tak dale.

Bl 5.1.1 Obrazky

Nejprve si popiseme, jakym zptisobem je obrizek reprezentovan. Kazdy obréazek je cer-
nobily, ¢tvercovy a ma délku strany 28 pixelli. Jeden obrézek tedy tvofi 28 - 28 = 784
Cisel, ktera jsou v rozsahu 0 - 255.

Pokud ma pixel hodnotu 0, pak to znamena, ze barva je bila. Naopak pokud pixel
nabyva hodnoty 255, pak je barva Cerna. A jakakoliv hodnota mezi je stupen Sedi.

Poznamka 5.1. Pro nékoho, kdo vi, jakym zptisobem funguje barevny model RGB se
to muze zdat matouci, nicméné v téchto souborech byl zvolen tento format a my jej
musime respektovat.

Pro lepsi predstavu s ¢im vlastné budeme pracovat a co je mysleno obrazkem si jeden
rovnou ukazeme viz obrazek 5.1

! http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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Obrazek 5.1. Vykresleny vzorek ¢isla 3

B 5.1.2 Popisky

Soubory s popisky obsahuji pro kazdy obrazek pravé jeden byte, ktery nabyva hodnot
0 - 9. Toto cislo je popisek a koresponduje s tim, kterd cislice je skuteéné napsdna na
obrazku. Pokud bychom tedy vzali v potaz vysSe uvedeny piiklad viz 5.1, pak bychom
obdrzeli ze souboru s popisky hodnotu 3.

Upozornéni: Pro pochopeni problematiky neuronovych siti neni nutné nasledujici
sekce prochazet, jelikoz je v nich popsana pouze implementace transformacniho pro-
gramu a nikterak vice s tématem nesouvisi. Je tedy mozno pokracovat kapitolou 6.

I 5.2 Struktura soubori

Nyni jiz vime, jak jsou data reprezentovana, tak se mizeme podivat na strukturu sou-
bori, ve kterych jsou ulozena. Soubory nejsou zddného standardniho formatu a jsou v
binarni formé. Po stazeni prohlizeCem je nutné provést jejich dekompresi a az poté je
mozno je zpracovat.

m Je mozné, ze prohlize¢ provedl dekompresi, aniz by o tom informoval. V takovém
pripadé staci ignorovat koncovku .gz, ¢i ji odstranit

m Veskerd cisla typu integer v souboru jsou ulozena v MSB neboli (high endian / big
endian) formatu

l 5.2.1 Popisky

Soubory: train-labels-idx1-ubyte, t10k-labels-idx1-ubyte
Popisek je cislice od 0 do 9, kdy jeho hodnota urcéuje korektni oznaceni pro ¢islici
napsanou na daném obrazku. Struktura je k vidéni v tabulce 5.1.

Posun (v bytech) Datovy typ Hodnota Popis
0000 32bit integer 0x00000801 (2049) Magické ¢islo (MSB)
0004 32bit integer 60000 Pocet polozek
0008 unsigned byte 77 Popisek
0009 unsigned byte 77 Popisek
XXXX unsigned byte 77 Popisek

Tabulka 5.1. Struktura souboru s trénovacimi popisky MNIST datasetu. [15]
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5. Vstupni data

Posun (v bytech) Datovy typ Hodnota Popis
0000 32bit integer 0x00000803 (2051) Magické ¢islo (MSB)
0004 32bit integer 60000 Pocet polozek
0008 32bit integer 28 Pocet radka (Vyska obrazku)
0012 32bit integer 28 Pocet sloupcii (Sitka obrazku)
0016 unsigned byte 77 Pixel
0017 unsigned byte 77 Pixel
XXXX unsigned byte 77 Pixel

Tabulka 5.2. Struktura souboru s trénovacimi vzorky MNIST datasetu. [15]

B 5.2.2 Obrazky

Soubor: train-images-idx3-ubyte, t10k-images-idx3-ubyte

Pixel je ¢islo od 0 do 255, kdy 0 znamend bila, 255 cerna a cokoli mezi je stupen sedi.
Pixely jsou usporadany po radcich. Struktura je k vidéni v tabulce 5.2.

I 5.3 Program pro transformaci a nacteni dat

Jelikoz program pro transformaci a nacitani dat z MNIST datasetu neni primarni za-
meéreni této prace, tak jej zde v teoretické ¢asti pouze zminime. Program je samoziejmeé
k dispozici jako priloha a v nadchézejicich ¢astech této prace jej budeme vyuzivat jako
¢ernou skrinku k nacteni dat.

Poznamka 5.2. Avsak, aby prace byla kompletni, tak je program v priloze A vcetné
verze napsané v Jupyter notebooku s vysvétlivkami.
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Kapitola 6
Co to viastné je Neuronova sit

Jiz jsme se hrubé seznamili s definici naseho problému a predevsim se vstupnimi daty,
kterd budeme vyuzivat. Nyni se tedy miizeme konecné pustit do hlavni ¢asti této prace
a to co vlastné neuronova sit je, jak se uci a z ¢eho se sklada.

Zacneme typickym obrazkem, ktery je vétsinou prezentovan ve spojitosti s neurono-
vymi sitémi a fekneme si z ¢eho se takova sit sklada.

Obrazek 6.1. Typické znidzornéni neuronové sité. Kolecka reprezentuji neurony a spojnice
reprezentuji vahy.

I 6.1 Neuron

Jak jiz nazev sité napovidd, tak primarni komponentou sité je neuron a na obrazku 6.1
jich mtzeme vidét hned 7 a jsou reprezentovany , kolecky*.

Co tedy neuron vlastné déla? Neurony jsou ve skutec¢nosti pouze jednoduchymi funk-
cemi a v ramci sité jsou usporadany po vrstvach. Sit na obrazku 6.1 ma pro predstavu
vrstvy tfi. Samotny neuron muzeme vidét na obrazku 6.2. V tuto chvili se budeme
bavit konkrétné o tomto neuronu, avsak obecné muze mit vstupu kolik je potieba, tedy
n vstupu.

m Neuron mé vstupy: 1, T2, T3
= Vstupy mohou nabyvat libovolné hodnoty v intervalu (0, 1)

m Neuron mé takzvané vahy wi, ws, w3
m Neuron mé takzvany bias b
m Neuron méa vystup output

= Vystup je pouze jeden, a¢ to napiiklad na obrazku 6.1 vypadd, zZe jich méa vice.
Takto se neuronové sité casto kresli, avsak znamena to, Ze jeden a ten samy vystup
jde jako vstup do vicero neuront. Nikoliv, Zze by mél neuron vice vystupu.
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x1
X2 — output

Obrazek 6.2. Neuron

%3

= Vystup muzZe nabyvat libovolné hodnoty v intervalu (0, 1)

Co tyto hodnoty vlastné jsou? Kazda z nich neni nic jiného nez pouhé ¢islo. A jak
jsme si jiz Tekli - neuron je Cisté matematicka funkce. Pojdme se tedy podivat, jak
bychom vystup z neuronu mohli spocitat.

output = Z(wjacj) +0b (1)

Teorie 6.1. ) viz 4.1

Vyzbrojeni znalosti sumy mtizeme ze vzorce vycist, ze kazdy vstup vynasobime jeho
vahou, vse seCteme a na zavér pricteme bias. Tim ziskdme vystup z neuronu. Abychom
ovsem zarucili, ze vystup - tedy output - z naseho neuronu bude vzdy v intervalu (0, 1),
tak output jesté ,prozeneme” takzvanou sigmoid funkeci:

1

O'(Output) = W

Teorie 6.2. Sigmoid funkce viz 4.2
Jiz jsme si vysvétlili jak takovy neuron naklada se svymi vstupy a co generuje za

vystup. Déle jsme si predstavili konkrétni vzorecky, ovsem s drobnymi nepresnostmi.
Pojdme si nyni predstavit verzi s korektni notaci pro vrstvu (1) ve formé slozek:

o) = wfay ™ o0 (2)
J
(0 _ 0y _ 1
at’ = O'(Zj ) = (3)
14+e7 %

Teorie 6.3. Vrstvy viz 3.1

MiZeme si povSimnou par zmén, které je nejlepsi prostudovat v kapitole 3. Nicméné
hlavni zménou je, ze vzorcem (1) ve skutecnosti vypocitame vazeny vstup 3.3, tedy z,
ktery nasledné vlozime jako vstup do sigmoid funkce. Az poté obdrzime vystup, neboli

aktivaci neuronu 3.4, kterou znac¢ime pomoci a.

Viz [7] kapitola 1, sekce Sigmoid neurons
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B 6.2 vystupsits
Nyni jiz vime, jakym zplsobem jednotlivé neurony generuji své vystupy. Jak si to

ovsem zasadit do kontextu sité jako celku, jak ndm generuje vystup samotnd sit a jak
jej interpretovat?

Pro zacatek si upravime notaci vzorecku (2) a (3) do vektorové podoby, kterd nam
zprehledni notaci. Tedy:

20 — w® . a0-1) 4 pO (4)

Teorie 6.4. Skalarni soucin viz 4.3

1

) _ 0y
SRR

Teorie 6.5. Aplikace sigmoid funkce na vektor viz 3.5

Se znalosti téchto vzorecki predvedeme, jakym zpusobem sit dodava vystup. Pokud
se podivame zpét na obrazek 6.1, pak vime, ze prvni vrstva nalevo je vrstva vstupni,
kterou miizeme znadit jako vektor vstupnich aktivaci a(®). Tato data musime siti dodat
my a v nasem pripadé jde tedy o obrazek z MNIST datasetu, ktery tvori 784 cisel viz
5.1.1. Vstupni vrstva nasi sité by tedy méla 784 neuronti.

Co se tyce vah a biast, tak ty jsou na poc¢atku nahodné uréeny a postupné se trénuji.
Tedy - mame je rovnéz zadany.

Tim méme jiz vSe co je potieba, jelikoz vzorecky (4) a (5) nic vic nevyzaduji a my
je budeme pouze fetézové aplikovat, dokud se nedostaneme az po al®) - tedy vystup.

al) = (M)

2@ — W@ . a0 | p®

a® = 5(z?)

alt) = 5(z(M)
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B 6.2.1 Interpretace vystupnivrstvy

Ac¢ je interpretace vystupni vrstvy zminéna v 3.1.3, bude jisté lepsi si ji projit primo
zde v kontextu toho, co jsme si ukazali. Vektor aktivaci a) mizeme tedy povazovat za
vystup ze sité. Jak takovy vektor poté interpretovat?

7 povahy nasi tlohy, kdy chceme rozpoznat ¢islice 0 — 9 je patrné, ze mame celkem
10 kategorii, do kterych chceme nase vstupni data klasifikovat. Ve vystupni vrstvé nasi
sité bude tedy celkem 10 neuront, kdy prvni neuron bude korespondovat ¢islici nula,
druhy ¢islici jedna, ..., desaty cislici devét. Poté ten neuron s nejvyssi aktivaci bude
predpovéd nasi sité. Tedy odhad sité pozname jako index s nejvyssi hodnotou v nasem
vektoru a(l).

I 6.3 Neuronova sit

Nyni jiz mame urc¢ité znalosti k tomu, abychom si mohli pfiblizit neuronovou sit jakozto
celek. Jiz vime, Ze se skldda z jednotlivych vrstev, které tvori neurony. Tyto vrstvy
neuront jsou nasledné mezi sebou propojeny vahami. Dale vime, ze kazdy neuron zvlast
je jednoduchd funkce, ktera ma néjaké vstupy a svlj vystup maze ovlivnit tpravou bud'
vahy nebo biasu. S touto znalosti lze vyvodit, Ze celd neuronova sit je rovnéz pouze
matematicka funkce, kterd je slozena z jednotlivych funkci neuront.

Poznamka 6.1. Necht si ¢tendf povSimne tuéného textu v predchozim odstavci. Pro
nékoho tato informace nemusi byt nikterak prekvapivéd, druhému naopak nemusi da-
vat smysl. Je dtlezité si uvédomit, ze ovlivnit vystup nasi sité lze pouze analogicky
k ovlivnéni vystupu neuronu. U neuronu je to viditelné jasné. Diky tomu lze ovSem
vyvodit, ze i vystup ze sité puijde ovlivnit pouze zménou vahy ¢i biasu, nebot je slozena
z jednotlivych neuront.

Jako dalsi dikaz lze brat to, ze pokud bychom chtéli ménit primo aktivace, pak
bychom museli ménit i a®) = vstupni obrazek, coz vychézi z faktu, ze aktivace se poéitaji
retézoveé. Coz samo o sobé nedava smysl, jelikoz my chceme, aby se sit pro dany vstup
sama naucila generovat odpovidajici vystup. Nikoliv, abychom my upravovali vstup tak
dlouho, dokud by jej sit korektné neklasifikovala. (Nehledé na to, ze by tou dobou ze
vstupniho obrazku byl pravdépodobné sum)
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Kapitola 7

- o

Jak se sit uci

Jiz jsme si piedstavili obecny néhled na to, co vlastné neuronova sit je. Ze je to slozena
funkce ze spousty mensich funkei (neuront) a ze se déli na vrstvy a mé néjaké vstupy a
vystupy. Jak se ale sit ve skutecnost uci? V této kapitole si ziskané znalosti prevedeme
na nas konkrétni priklad s rozeznavanim psanych c¢islic.

B 7.1 Konkrétnipodoba sits

Jesté, nez se vrhneme do vysvétlovani, bude vhodné si konkrétné predstavit sit, kterou
budeme spole¢né implementovat, abychom se nemuseli stale pohybovat v obecné roviné,
coz by pro nékteré ctenare mohlo byt zbytecné abstraktni. Pojdme si tedy ukézat, jakou
bude mit nase sit podobu.

Jak jsme se jiz bavili v kapitole 5, tak kazdy obrazek z datasetu MNIST ma rozméry
28-28 = 784 pixeli, kde kazdym pixelem je mysleno ¢islo v rozmezi (0, 255). N&s vstupni
program ovSem tato data transformuje a kazdé ¢islo prevede do intervalu (0, 1), kde
0 = c¢erné, 1 = bila, cokoliv mezi je stupen Sedi.

A jelikoz chceme, aby nase sit rozpoznala éislici na obrazku, pak je dany obrazek
zaroven vstupem do sité. Proto nase sit bude mit 784 vstupnich neuronii. Déile vime,
ze na obrazku muze byt Cislice od nuly do deviti - celkem mame tedy 10 moznosti.
7 tohoto faktu ndm vychdzi, ze vystupni vrstva bude mit 10 neuronii, kde vystup z
kazdého neuronu bude znacit pravdépodobnost s jakou si sif mysli, ze na vstupnim
obrazku je dand cislice. A neuron s nejvyssi hodnotou, tedy nejvyssi pravdépodobnosti,
bude oficidlni odhad sité. Pokud tedy bude mit prvni neuron nejvyssi hodnotu, pak
odhad sité bude ¢islice 0. Je vhodné pripomenout, ze prvnim neuronem je myslena nula
a desdtym neuronem se mysli ¢islice devét. A konecné skrytou vrstvu budeme mit pouze
jednu a o velikosti 30 neuronii. Pocet a velikost skrytych vrstev je zvolen nahodné a je
mozno s témito tdaji experimentovat. Nase sif je zndzornéna na obrazku 7.1

I 7.2 Dopfiedny prichod

Doptedny pruchod (anglicky feed forward) a jakym zpusobem ziskdme vystup ze sité
jsme se jiz bavili zde: 6.2. Pojdme si toto téma ovSem projit s nasi konkrétni siti a
vizualné si ukézat, jak si predstavit obrazek, jakozto vektor aktivaci a(®). Jak prevést
vzorce, které jsme si predstavili v minulé kapitole do pocitacové programu v jazyce
Python a zaroven si ukdzeme implementaci metody, kterda nam fekne jaky je vysledny
odhad site.

B 7.2.1 Vstupnivrstva

Teorie 7.1. Vstupni vrstva viz 3.1.1

31



Obrazek 7.2. Ukazka obrazku, ktery vyuzijeme pro nas priklad vstupu do sité

Jiz vime, ze vstupni vrstva je nas vstup, ktery siti dodame. V nasem ptipadé obrizek
z MNIST datasetu. Jak si ale takovy obrazek predstavit, jako vektor a(®? Nejprve se
podivejme, jak muze takovy obrazek vypadat viz obrazek 7.2

Tento obrazek, jako vSsechny v MNIST datasetu, ma 28 - 28 = 784 pixelt. V tento
okamzik jsou usporadany do miizky. Pojdme si ovSsem predstavit, ze bychom je pre-
organizovali do jedné dlouhé fady ¢isel. V tom nam pomtize obrazek 7.3. Na obrazku
mame nékolik krokii:

1. Zde je vyobrazeno, ze obrazek lze vnimat jakoby byl slozen z radkia.
2. Jednotlivé radky pak lze preusporadat, aby byly vedle sebe.
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3. Takto lze pokracovat, dokud nebudeme mit jednu dlouhou fadu slozenou ze 784 ¢isel.
(Kvili nedostatku mista je v tomto kroku rozdélen pouze jeden dilek.)
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Obrazek 7.3. Ukéazka, jak si pfedstavit obrazek, ktery je reprezentovany jako pouhd fada
Cisel

Timto zpusobem je obrazek ve skutecnosti (po transformaci dat nasim programem)
v paméti pocitace i reprezentovan. Jako rada cisel a jenom pro to, abychom ho mohli
vidét my, lidé, je preusporadan do mrizky. Plijdeme jesté o krok dal a vyslednou fadu
¢isel transponujeme. Tim nadm vznikne sloupcovy vektor (neboli matice se 784 Fadky a

1 sloupcem), ktery uz v podstaté odpovida vstupu do site.
Teorie 7.2. Transpozice viz 4.5
Bl 7.2.2 Implementace metody feed forwad

Samotny dopredny prichod je tedy proces, kdy vezmeme vstupni vektor aktivaci a(®)
(nase vstupni data) a postupné vrstvu po vrstvé je ,prozeneme* siti, dokud nedosta-
neme vektor aktivaci a(®) -

tedy vystup sité. Jak toho docilit matematicky jsme probirali
zde 6.2. Pojdme si nyni predstavit mozny algoritmus pro tuto metodu v jazyce Python
viz obrazek 7.4:

def feedforward(a):

for 1 in range(L):
a = sigmoid(np.dot(w, a) + b)
return a

Obrazek 7.4. Implementace metody feedforward v jazyce Python
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Jak mizeme vidét, na vstupu ma metoda parametr a, kterym je myslen vstup, tedy
al®). Dale mazeme ve funkci vidét L, kde se predpoklddd, ze difve v programu je L
definovano a je tim myslen pocet vrstev.

Poté jiz provedeme cyklus pro kazdou vrstvu (I), kde postupujeme dle vzorecku
(5) na strané 29. A kone¢né ,np.dot“ je implementace skaldrniho souc¢inu v knihovné
numpy. Funkce feedforward vrati vystup nasi sité - tedy vektor aktivaci a), ktery lze
interpretovat jako vektor pravdépodobnosti, kde ta nejvetsi je vysledny odhad.

Poznamka 7.1. PovSimnéme si, ze ovlivnit vystup sité lze pouze manipulaci s vektory
w a b. Tedy neni mozné primo ménit aktivace jednotlivych vrstev. Ty se budou lisit v
disledku zmén v jiz zminénych vektorech. Vice viz 6.1.

Teorie 7.3. Informace o ,,np.dot” viz 4.1

B 7.3 chybova funkce

Nyni jiz mame néstroje k tomu, abychom ze sité dostali pro néjaky konkrétni vstup
odpovidajici vystup. Bohuzel, v tuto chvili bude vystup zcela ndhodny, coz neni zadouci.
Co v takovém pripadé délat a jak sif naucit, aby jeji vystupy byly relevantni?

B 7.3.1 Intuice

Pojdme na chvilku odbocit a predstavme si, ze chceme kamardda naucit na snowboardu,
na kterém sami umime. Mame tedy néjakou predstavu o tom, jak vypada kvalitni
technika. Prvni krok k dspéchu je oznamit kamaradovi, ze néco déla spatné. Nicméné
nam to nebude co platné, jelikoz pokud bychom na néj pouze povykovali, ze jezdi Spatné,
tak se pravdépodobné moc nezlepsi a ziejmé bychom si svou pozici ucitele také moc
dlouho neuzili.

Druhy, dost mozna i klicovy, krok je samoziejmé kamaradovi sdélit, co presné déla
Spatné a predevsim co ma udélat, aby to zlepsil.

Vezméme si tuto analogii a zkusme ji prevést do naseho matematického svéta. Musime
tedy nasi siti sdélit, ze néco déla Spatné a co ma udélat, aby si vedla 1épe. Jak ale
siti sdélit, ze je néco Spatné, aby byla schopna pristé odhadovat jinak? Predstavime
si takzvanou chybovou funkci, jejiz vystup bude velikost chyby, které se sit dopousti.
A jelikoZz my znédme onu ,kvalitni techniku“, kterou jsou v tomto pripadé popisky k
danému obrazku se spravnou ¢islici, tak muzeme siti sdélit, jak Spatny dany odhad byl.

B 7.3.2 Definice chybové funkce

Definice 7.1. Necht C' je chybova funkce (anglicky cost function) neuronové sité a je
dana jako:

Clwrb) = 5 S ly(x) (1)

Poznamka 7.2. Berme na védomi, Ze chybova funkce mtze mit rtizné podoby. Pro nase
ucely bude ovSem pouzita vyse definovana.
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Nenechme se zastrasit tim, jak chybova funkce vypada a pojdme si ji spole¢né roz-
klicovat. w znaci vektor vSsech vah a b je vektor vSech biasu v siti. x je jeden konkrétni
vstup (obrazek), pak tedy y(x) je pozadovany vystup z nasi sité (pfedem znadmy popi-
sek) pro vstup x. Jak si pozorny Ctenar jisté v§iml, tak je y(x) znaceno jakozto vektor,
i pres to, ze jsme si diive povédéli, ze popisek je pouhé ¢islo. Necht ¢tenar v tuto chvili
pokracuje v Cetbé, nebot se k vysvétleni dostaneme v poznamce 7.4. Vystupem z nasi
sité je all). T termin C(w, b) nam ifkd, Ze chybové funkce zavisi na jednotlivych vahach
a biasech. || je klasickd velikost vektoru (tedy norma) a konetné - > ndm iika, Ze
prumeérujeme pres vsechny tréninkové vstupy.

Poznamka 7.3. Povsimnéme si, ze vystupem funkce C je skalar. Tedy obycejné cislo,

které indikuje jak dobie, ¢ $patné si sit vede. Cim je ¢islo vyssi, tim je chyba vyssi.

Z rovnice je patrné, ze w a b jsou vektory. Nicméné si mizeme predstavit, ze do funkce
C parametry zadame nasledujicim zptsobem C(wi,ws, ..., w;,b1,ba, ..., by). Tedy jak
je vidét, jde pouze o funkci mnoha proménnych a vektorovy zapis je pouze kompaktnéjsi.

Teorie 7.4. Funkce vice proménnych viz 4.7

B 7.3.3 Conam chybova funkce viastné Fika

A co ndm tedy ta chybova funkce (1) vlastné ika? Méjme pro vstup x vystupni vektor
al") a odpovidajici popisek y(x).

a®) =0.2,0.33,0.03,0.12,0.9,0.83,0.32,0,0.5,0.1] "

y(x) = [0,0,0,1,0,0,0,0,0,0]"

Poznamka 7.4. Ctenai si mize povsimnout mirné odli$ného formatu popisku. Klasicky
jsme vyuzivali pouze Cislici. To je dostacujici pro testovaci icely. Nicméné pro trénink
sité vyuzijeme stejného forméatu, jako nam sit vraci - tedy vektor o 10 slozkach, kde jsou
vSechny slozky nulové, krom té na indexu znacici Cislici, o kterou se jedna. Hodnota
na tomto indexu bude rovna jedné. Coz, jak si jisté pozorny ¢tenafr povsiml, odpovida
presné idedlnimu vystupu sité, ktery bychom pozadovali.

Vektor y(x) pak znaci, ¢islici 3. Sit si vSak ,mysli“, Ze jde o ¢islici 4, nebot nejvyssi

vypocteme velikost chyby.

Poznamka 7.5. Pro tuto chvili se zafixujeme pouze na jeden vstupni obrazek x, diky
¢emuz si pro zjednoduseni prepiseme cost funkci.

1
Clw,b) = S [ly - a)|?

Priklad 7.1. Nasledujici priklad ukazuje dosazeni a vypocet do cost funkce. Mame vy-
stup a) a oéekdvany vystup y:

a®) =10.2,0.33,0.03,0.12,0.9,0.83,0.32,0,0.5,0.1]
y =10,0,0,1,0,0,0,0,0,0]"
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Pokud dosadime, pak ziskame:

1
C(w,b) = ][0.0.0,1,0,0,0,0,0, 0]” - [0.2,0.33,0.03,0.12,0.9, 0.83,0.32,0,0.5,0.1]7||?

1
C(w,b) = 3[[~0.2, ~0.33, 0.03,0.88, 0.9, —0.83,—0.32,0,~0.5, —0.1]
1 2
C(w,b) =~ 51.669
1
C(w,b) ~ 52.785

C(w,b) ~ 1.3927

Pfiklad 7.2. Nyni provedeme obdobny pfiklad, avSsak dosadime tak, ze sit uhodne
spravné. Méjme tedy:

a®) =10.2,0.3,0.03,0.96,0.02,0.3,0.32,0.1,0.2,0.1]7
y =1[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0]"
Opét dosadime:

1
C(w,b) = §||[0,0,0, 1,0,0,0,0,0,0]" —[0.2,0.3,0.03,0.96,0.02,0.3,0.32,0.1,0.2,0.1]7 |2
1
C(w,b) = §||[—0.2, —0.3,-0.03,0.04, —0.02, —0.3, —0.32, 0.1, —0.2, —0.1]" |2

C(w,b) ~ =0.6207>

o~ NI

C(w,b) ~ —0.3853

C(w,b) ~ 0.1927

Pokud porovname oba vysledky, mizeme pozorovat, ze v moment, kdy sit odhadla
spravné, byla chyba radové mensi. Pokud bychom se nyni zase vratili k ptivodni varianté,
kde se nebudeme fixovat pouze na jeden vstup, pak je postup analogicky s tim rozdilem,
ze pouze udélame pramér chyb pro vsechny vstupy.

Poznamka 7.6. Povsimnéme si, ze jako vstupni parametry do funkce C jsou brany
vektory w a b i pres to, Ze v téle funkce se na prvni pohled nevyskytuji. A naopak jako
parametr nejsou zadany vektor y(x) ani al’). Diivodem je to, ze se vzdy pocita chybova
funkce pro dany vstupni obrazek, tedy C,. Tim, ze pocitame pro dany obrazek se ndm
zafixuje y(x) a sit ndm vrati al). A co se tyce w a b, tak ty jediné lze ovlivnit a jejich
role na vystupu sité se projevuje ve vektoru a'”), jelikoZ ten je vypoéitdn pomoci vzorce
(3) na strané 28, kde jiz tyto vektory figuruji.

Zavérem tedy je, Ze nasSim cilem je mit co nejmensi mozZnou chybu, tedy minimalizo-
vat chybovou funkci. A na otazku, jakym zpusobem Ize minimalizovat funkci je jedno-
ducha odpovéd: derivace.

Derivace viz 4.6.
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7.4 Uceni

def cost():
n, cost_sum = len(training_data), 0
for 1 in range(n):

y, a = training_data[i]

a = feedforward(a)

cost_sum += np.lingalg.norm(y - a)**2
return 1 / (2 * n) * cost_sum

Obrazek 7.5. Implementaci metody cost v jazyce Python 3

Bl 7.3.4 Implementace chybové funkce

I pres to, ze zatim nejsme v praktické ¢asti, se muze obcas hodit ukazat realny kéd.
Diky tomu je mozné dobre vidét, jak tyto doposud abstraktni znalosti redlné uplatnit.
Implementaci lze prozkoumat na obrazku 7.5.

Proménnou training data je myslen soubor dat pro trénovani sité, ktery obdrzime
pomoci doddvaného programu, jez nacte MNIST dataset. Kazda polozka v této kolekci
pak odpovida dvojici (obrézek, vektorizovany popisek). Kéd k feed forward jsme probrali
jiz zde 7.2.2. A zévérem ,np.linalg.norm*“ je metoda pro velikost vektoru v knihovné
numpy.

B 7.4 uceni

V tuto chvili jsme si fekli, jakym zptsobem ,povykovat na kamarada“, pokud bychom
opét uzili analogii z 7.3.1. Jak jsme si ovSem povédéli, timto bychom se daleko nedostali.
Je zapotTebi najit zplisob, jak skutecné ucit. Pojdme si tedy predstavit algoritmus, ktery
nam s tim pomuze.

I 7.5 Gradient descent
Teorie 7.5. Gradient viz 4.9

Vyzbrojeni znalosti gradientu jej nyni muzeme vyuzit v praxi. Pozorného ¢tenafe jiz
jisté napadlo, jakym zptisobem budeme této znalosti vyuzivat. Nasim cilem je ziskat
gradient nasi chybové funkce, tedy vektor derivaci podle vsech jednotlivych vah a biast,
abychom védéli, jaky vliv ma kazdy prvek na vyslednou chybovou funkci a zaroven tedy
smeér, kterym se pohnout, abychom funkci co nejvice minimalizovali.

B 7.5.1 Intuice

Nase chybova funkce bude mnoha proménnych, dokonce i malinka ukazkova sif viz
obrazek 6.1 méa celkem 10 vah a 4 biasy. Jeji chybova funkce by tedy zavisela na 14 — ti
vstupnich parametrech. Nicméné my si pro tuto chvili predstavime, ze bychom méli
vstupni parametry pouze dva, diky ¢emuz si budeme moci zakreslit graf. Méjme tedy
néjakou chybovou funkeci C(w, b), kterd méd na vstupu pouze jednu vahu a jeden bias.
Predstavme si jeji povrch napiiklad takto, jako je znazornéno v grafu 7.6:

V grafu 7.6 mizeme zaroven vidét osy, které mame popsany v popisku grafu.
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7. Jak se sit uci

Obrazek 7.6. Ukézka mozného grafu chybové funkce dvou proménnych. Cerven osa znaéi
vahu w, zelend osa bias b a modra vystup funkce C(w, b).

Déle muzeme v grafu spatfit dva body a to bod A(¢erveny) a bod B(modry). Tyto
body ndm reprezentuji aktudlni nastaveni vah a biasi (bod A) a jedno z optimalnich
nastaveni vah a biastu (bod B). Pokud by méla chybova funkce takovyto povrch, pak
je snadné urcit, kterym smérem se pohnout, abychom ji minimalizovali. OvSsem v praxi
to tak zpravidla neni, proto si zde ukazeme postup, ktery lze analogicky aplikovat i ve
funkcich o vice proménnych.

Jsme tedy v bodu A a zaroven jsme schopni ziskat VC'. Ten nam tiké smér, kterym
funkce v daném bodé nejvice roste. My ovsem chceme klesat, ¢ehoz lze docilit snadno.
Staci jit v zaporném sméru gradientu. Kdybychom tedy opét pouzili analogii jizdy na
snowboardu, tak pokud bychom byli v bodé A a chtéli se co nejrychleji dostat do bodu
B, pak bychom pravdépodobné zvolili nasledujici trasu, jako je na obrazku 7.7:

Vice viz [11] str. 82 a pro intuitivnéjsi vysvétlivky viz [16]

B 7.5.2 Learningrate

Nyni si ovSem predstavme, Ze jedeme v noci a vidime pouze kousek pred sebe. Pokud
bychom byli v bodé A a bezhlavé se vydali smérem, ktery se zda nejvice z kopce,
pak bychom si mohli pékné nabéhnout. Co kdyz bude na svahu zatacka? V tuto chvili
prichézi do hry tzv. Learning rate, kterou znac¢ime pomoci 7. Tato hodnota se nikterak
nevypocita, avsak je volena pti spousténi sité a je mozné s ni experimentovat a zjistit,
kterd na dany problém funguje nejlépe.

Co pro nas tedy déla? Predstavme si, ze nase 7 je dosah svitilny na svahu. Pokud
bude dosah maly, tak pojedeme skutecné pomalu. Sice vzdy uvidime, kterym smérem
mame jet, abychom nevyjeli ze svahu a zaroven abychom jeli co nejvice z kopce, ale za
cenu, ze dojedeme za delsi Cas.

38



7.6 Stochastic gradient descent

Obrazek 7.7. Ukdzka cesty dle gradientu do lokdlntho minima

Opacny pripad bychom si mohli predstavit tak, ze nase svitilna sice dosviti daleko,
takze muzeme v klidu jet rychlou jizdou, ale vidime pouze pfed sebe a muzeme pre-
hlédnout naptiklad zkratku, kterd néds doli zavede rychleji. V pripadé nasi chybové
funkce, bychom mohli udélat moc velky krok, a tedy ,,prestrelit nase chténé minimum.
Pokud bychom tyto kroky délali stale velké, pak je mozné, ze bychom do minima nikdy
nedorazili. Demonstraci, jak by se mohla chovat prilis vysoka hodnota paramteru 7 si
muzeme prohlédnout na obrizku 7.8:

Jak je vidét, je zde prostor pro experimentovani a zadnd hodnota 7 neni korektni.
Existuji pouze lepsi a horsi hodnoty pro urcité problémy. Je tedy nutné najit néjaky
rozumny kompromis, aby uceni neprobihalo piili§ pomalu a naopak, abychom nebyli
natolik rychli, ze bychom se nedostali do cile.

I 7.6 Stochastic gradient descent

Stochastic gradient descent vychazi z klasické verze tohoto algoritmu a v praxi pomaha
k rychlejsimu nalezeni minima chybové funkce. Abychom pochopili jak ndm poméaha,
pak musime zacit u predpisu chybové funkce, ktery si nyni osvézime:

1
Clwb) = =37 ly(x) - a |’

Vénujme nyni pozor piedevsim ¢lenu ) . Ten ndm fikd, ze abychom vypocitali
chybovou funkci, pak nejprve musime vypocitat sumu chyb pro vSechna tréninkova
data a z toho poté udélat pramér. To se na prvni pohled nemusi zdat problematické,
zcela urcité z pohledu matematického. Nanestésti nezijeme v teoretickém svété, ale
praktickém a v tom na nés ¢ihaji ndstrahy jako uréity hardwarovy limit atd... I v nasem
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7. Jak se sit uci

Obrazek 7.8. Ukdzka prilis vysoké hodnoty n

pripadé mame z MNIST datasetu k dispozici 60 000 tréninkovych dat. Pokud bychom
si to prevedli na ¢isla, ktera tvoii pouze obrazky, pak mame 47 040 000 vstupnich ¢isel.
Vsechna tato ¢isla musime dat na vstup do nasi sité, ziskat vystup, poté chybu a az
teprve nyni udélame prumeér.

Doufam, ze si ¢tenar udélal obrazek o tom, Ze tato operace muze byt skute¢né hard-
warové naro¢na. A to se bavime o nasi malé siti pro rozpoznédvani ¢islic s 60 000 tré-
ninkovymi daty. Co teprve, pokud bychom méli miliony tréninkovych dat. A pravé zde
prichazi na scénu algoritmus stochastic gradient descent.

B 7.6.1 Princip

Vyhoda je, ze pokud ctendf chape smysl algoritmu gradient descent, pak stochastic
budeme pocitat onu chybovou funkci.

Nase tréninkova data si totiz rozdélime po mensich c¢astech do takzvanych mini-
batcht. Velikost mini-batche je opét volitelnd a lze s ni experimentovat. Vyhoda pro
nas nastava v tom, ze poté budeme pocitat gradient chybové funkci pouze z dat v tomto
mini-batchi. Ano, je pravda, Ze gradient nebude zcela presny. Bude ovSem dost presny
na to, abychom odhadli hruby smeér.

Opét se vratime k analogii snowboardu. Predstavme si, ze misto, abychom jeli pfimo
doltt budeme délat obloucky. Jelikoz si nejsme jisti kudy presné jet, tak jedeme chvilku
sem, pak zjistime, ze jsme méli zatocit, tak se oto¢ime a tento proces opakujeme. Nase
cesta nebude tedy primé, ale spise obloukovitd. Nicméné k cili se dostaneme. Tento
pristup znamend v praxi vyznamné zkraceni ¢asu potfebného k vytrénovani sité. Podi-
vejme se pro predstavu na obrazek 7.9:

Vice viz [11] str. 286
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7.7 Aktualizace vah a biast

Obrazek 7.9. Ukdzka prubéhu algoritmu stochastic gradient descent

B 7.6.2 Epocha

Jak jsme si fekli, z jednoho mini-batche jsme schopni spocitat hruby gradient. Nicméné
nase trénovaci data jsou rozdélena do spousta mini-batchi a algoritmus gradient descent
je iterativni. Tedy jakmile spoc¢itame jeden gradient a adekvatné upravime vahy a biasy,
pak prejdeme na dals$i mini-batch a proces opakujeme.

V moment, kdy vyCerpame veskeré mini-batche fikdme, ze jsme dokonccili epochu
uceni. V tento okamzik mizeme vstupni data ndhodné promichat, opét rozdélit a po-
kracovat v uceni.

I 7.7 Aktualizace vah a biasu

Nyni jiz vime intuitivné, co musime délat, abychom chybovou funkci minimalizovali.
Pojdme si proto sepsat néjaké konkrétni vzorce, dle kterych se budeme moci ridit. Z
predchoziho vykladu vyplynulo, Ze je nutné algoritmus aplikovat krokové a postupovat
po kouskéach. Velikost tohoto kroku nam urcuje n a jiz vime, ze pokud bude prilis velké
muzeme ,prestrelit“. Naopak pokud bude malé, pak ndm muze minimalizace funkce
trvat skute¢né dlouho. 7 téchto posttehit nam tedy vyplyvaji nasledujici poznatky:

m Potiebujeme gradient chybové funkce, tedy VC.

m Musime si zvolit adekvatné velikou hodnotu pro 7.

m Opakované musime upravovat vahy a biasy tak, abychom se neustdle priblizovali
néjakému minimu.

Poznamka 7.7. Jiz jsme zminili, ze ve skutecnosti ptijdeme ve sméru zaporného gradi-

entu. Tento fakt budeme naddle znacit, ze se budeme posouvat timto smérem: —nVC.

V tomto vyrazu mame zahrnut korektni smér (pomoci —VC') a zéroven velikost kroku,

jelikoz gradient proporciondlné upravime dle 7.
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Bez dalsiho odkladani si predstavme vzorec pro toho iterativni pravidlo k nalezeni
minima;:

wi%w;—wi—ngc (2)
W;
oC

bj = by =b; — o 3)
j

Pojdme si popsat vzorec pro aktualizaci vahy. Druhy vzorecek funguje naprosto stej-
nym zpusobem. Pomoci w; — w] znac¢ime aktualizaci z puvodni vahy w; na novou
hodnotu w}. Na druhé strané rovnitka mame postup. Mame puvodni vahu w;, kterou
posuneme ve sméru dle zdporného gradientu a velikost kroku nadm urcuje n. Pokud
bychom se podivali na nas graf funkce dvou proménnych 7.6, kde Cervend osa znaci
vahu, pak by tento krok znamenal se posunout dle ¢ervené osy tak, aby se vysledna
funkce C' zmensila. V tuto chvili je vice patrné, kterym smérem se posunout spise na
zelené ose, ktera reprezentuje bias. Nechf se ¢tenar v tomto kroku pozastavi a zamysli
se, kterym smérem by bylo potfeba se na cervené ose posunout.

Poznamka 7.8. I pies to, ze jsme se az do ted zabyvali chybovou funkci dvou promeén-
nych, tak stejny postup se aplikuje u chybové funkce o libovolné velkém poc¢tu promén-
nych. My jsme zvolili dvé, kviili moznosti si danou funkci predstavit a vybudovat si
urcitou intuici.
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Kapitola 8
Zpétna propagace

Pojdme spolecné pokracovat tam, kde jsme skoncili v minulé kapitole. V té jsme zjistili,
ze abychom mohli sit ucit, pak ji musime sdélit jak Spatné na tom je a predevsim - co
ma udélat, aby vysledky byly lepsi. Pokud si kratce zrekapitulujeme co vime:

1. Mame sadu trénovacich a testovacich dat. Kazda polozka, kterd se v téchto datech
nachézi je dvojice (obrazek, popisek), kde obrazek je vektor vstupnich dat a popisek
je korektni ¢islice ¢i vektorizovany popisek znacici odpovidajici ¢islici.

2. Pomoci vzorce (3) ze strany 28 jsme schopni postupné vypocitat aktivace kazdé
vrstvy, dokud neziskdme a') - tedy vystup

3. Pro dany vstup x, ke kterému jsme obdrzeli vystup al*) méame ze vstupnich dat
zaroven odpovidajici popisek y(x).

4. Jakmile mame a") a y(x), pak jsme schopni vypoéitat chybu dle chybové funkce (1)
ze strany 34.

V této kapitole si povime, jak pokracovat dale a intuici, kterou jsme si v minulé
kapitole vypéstovali, vyuzit v praxi.
Vice viz napt. [17]

I 8.1 Minimalizace chybové funkce

Jak jiz vime, a zaroven jsme na to upozornili i v poznamece 7.1, tak pfimo ménit aktivace
jednotlivych vrstev neni mozné — nelze ptimo ovlivnit vystup sité. Nicméné v poznamce
je déle upozornéno na fakt, ze toho docilit 1ze a to pomoci zmén vektori w a b. Pojdme
si pripomenout chybovou funkci:

Clw,b) = 5 3 [y(x) —al

Jak je patrné z levé strany zapisu, tak chybova funkce C' zavisi na vektorech w a
b, které si bere jako vstupni parametry. V minulé kapitole jsme se dozvédéli, ze tuto
funkci potrebujeme minimalizovat — zmensit chybu celé sité. Zaroven jsme predstavili
algoritmus gradient descent, ktery ndm s minimalizaci této funkce pomuze. Nicméné jak
jiz samotny nazev napovida k aplikaci tohoto algoritmu musime mit k dispozici gradient
funkce C'. A ten se tedy sklada z derivaci podle jednotlivych vah a biasii. V této kapitole
si pfedstavime dalsi algoritmus, ktery nam umozni tento gradient vypocitat. Jeho nazev
je back propagation, neboli zpétna propagace.

O wri

B 8.1.1 Derivace vii¢i vaze

Teorie 8.1. Derivace slozenych funkei viz 4.10
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8. Zpétna propagace

Obrazek 8.1. Znazornéni zavislosti pro vypocitani chybové funkce

V této sekci si spolecné odvodime, jak derivovat chybovou funkci C viéi libovolné
véze w. Zajima nas tedy 8—%). Pro lepsi predstavu si opét znazornime zavislosti, jak
J ow:

dochazi k vypoctu cyhbové funkce viz obrazek 8.1:
7 diagramu lze vycist, ze vypocitani % by se provedlo néasledujicim zptsobem:
J

oC 920 9a® oC 1
aw(l) — ow® 9200 g ( )
J

B 8.1.2 Derivace vii€i biasu

Problém, jak ziskat derivaci vuci biasu je obdobny tomu, jak ziskat derivaci vuci vaze.
Budeme opét vychazet z diagramu 8.1, ze kterého jsme schopni vycist, ze % je nasle-
J

dujici:
oc 22z 9a) dC 5
oD bW 920 9ad (2)
J

B 8.1.3 Prakticka ukazka

Jelikoz zminéné vzorecky pro vypocet vahy, ¢i biasu v jejich obecné formé mtzou pi-
sobit nejasné, tak si prakticky ukazeme jejich vyuziti. Jak mizeme vidét, tak podoba
vyslednych derivaci se odviji od tvaru chybové funkce C'. Jeji tvar je mozno si libovolné
zvolit, nicméné my jsme si jeji tvar jiz stanovili viz (1) na strané 34 a budeme se jej
tedy drzet pouze s tim rozdilem, ze se omezime na jeden vstupni obrazek x, ¢imz nam
odpadne sumace.

Poznamka 8.1. Pii odvozovani budou vynechavany spodni indexy jk u vah a biasi z
davodu tspornéjsi notace. Bude tomu tak pouze v této sekci. Nejde tedy o vektory,
ale o jednotlivé vahy, ¢i biasy. Pokud bude obdobny krok pouzit i v pozdéjsich ¢astech
prace, bude na to patfi¢né upozornéno.
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Pfiklad 8.1. Necht C je chybova funkce. Najdéme derivace pro libovolné w]@ a bg-l).

1 L)\2
C =y —a)") 3)
Poznamka 8.2. Piipomerime, Ze a'") je zkritka vystup ze sité, kde L je konstanta
znacici pocet vrstev v siti. Na druhou stranu [ je proménné, za kterou lze dosadit ¢islo
kterékoliv vrstvy v siti - a tedy klidné i L. Ve vzorecku (3) je uvedeno a§L) a to proto,
ze L jak jiz bylo zminéno znamend posledni vrstvu a pro vypocet chyby potrebujeme

vystup ze sité porovnat s ocekdvanym vystupem.

Nejprve budeme hledat %. Pokud se podivime na (1), pak vidime, ze na této
w
J

. e s oo O 9a® . v o e
derivaci se podili nasledujici ¢leny: 22 9¢ 0C_ 7 vzorecku (3) jiz vime, jaky mé

w920 & §a0 -
tvar C' a tedy pro ¢len % nam zbyvé zjistit podobu jmenovatele, tedy a¥). Coz je

dobrd zprava, jelikoz jsme si jiz zminovali vzorecek (3) na strané 28, ktery ndm presné
toto rika.
V) =g(z1)
Jiz vime, Ze abychom ziskali V), pak potfebujeme z\). Coz opét neni problém, jelikoz
vzoreCek jsme opét zminovali viz (2) na strané 28.

S0 — @ =1 40

Zde jiz mizeme vidét, Ze w® ani b®) nebudou problematické, jelikoz ty mame zadany.
Dale a“~ rovnéz neni problém, neb nas obecné zajiméa a). Je tedy patrné, ze se ho
Ize dobrat fetézovou aplikaci od vstupu (a(?), az po a®).

Se znalosti nasledujicich ¢lenii:

ZJ(;) _ w](_z) ‘ a;H) n b;o

Jiz vime v8e potiebné k nalezeni (1). Tak se do toho spole¢né pustime:

oc 3,2]@ aagl) oC
200 90 920 5a0

0]
8Z] . a('lil)

8w](l) -

)
da; oz
8,2]@
oC
=W — ) (D) =@ —y)
J
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Déame vse dohromady a mame derivaci:

oC _(-1)

l L
P ILAC DR C R
w
J

Nyni pojdme najit % . Jak muzeme vidét z (2), tak derivace se lisi pouze prvnim
5

¢lenem. V tuto chvili ndm tedy staci zjistit nasledujici ¢len ggg; :
)
929
o
A po dosazeni do (2) ziskdme:
oC ! L ! L
o = @ @ =) = G (@ )
J

I 8.2 Hlavni vzorce pro zpétnou propagaci

Poznamka 8.3. V této sekci budou opét vynechavany spodni indexy jk u vah a biasu
z divodu uspornéjsi notace. Nejde tedy o vektory, ale o jednotlivé vahy, biasy, atd...
Pokud bude obdobny krok pouzit i v pozdéjsich ¢astech prace, bude na to upozornéno.

Jiz jsme si odvodili, jakym zptisobem ziskdme derivace podle konkérnich vah, ¢i biast.
Pojdme si je zopakovat:

oc 920 9a®) oC
5@ 9w® 920 9a)
J

oc 920 palh) aC
0 960 920 9a
J

Pokud se podivime pozorné, mizeme si povsimnout, ze v obou vzoreccich se nam
opakuji posledni dva ¢leny. Pojdme si je oznacit jako 6(). Pokud bychom se podivali
zpét na 8.1, pak lze odvodit, Ze tento ¢len se rovnd derivaci funkce C, dle z(X). Dle jiz
provedenych piikladt si muze ¢tenaf zkusit ovérit. Mame tedy nasledujici rovnost:

1
50 — dal) 9C
9z 9a®)
A ta ndm vlastné k4, jaky vliv ma vézeny vstup 2 na vyslednou funkei C. Avsak

zde je dulezité zpozornét a uvédomit si, ze tento vzorec neni zcela obecny. Naopak,
presnéji napsany by byl takto:

da'l) oC
Ly _ % =~ Y~
0 = 570 9a® (4)

Mizeme ovérit dle 8.1, ze pokud bychom chtéli odvodit §(“~1 neboli %, pak
dostaneme:

-1 _ oc  9a'lY 920 g oC
021 92(E-1) GaL=1) §z(L) Ha L)
L-2)

Pojdme jesté o krok dale a odvodime si 4
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(L-2) aC 0al=2) 9L~ gaL=1) 921 gal) oC
O T 5 T 0 9aTD 950D 3a D 920 dal®)
Takto bychom mohli pokracovat az po prvni vrstvu. Co z toho vSak lze vypozorovat?
Povsimnéme si dvou poslednich ¢lenti ga< o & 8‘2( 7y jejichz soucin se mimochodem piimo
rovna 0) dle (4). At uz chceme poéitat vrstvu kteroukoli, pak se tam vzdy tyto dva
¢leny vyskytuji a vzdy jsou na konci.

Pokud prozkoumame nase odvozené vzorce dale, pak si muzeme povsSimnout, ze s
kazdou dalsi vrstvou pouze pribyva dvojice ¢lenu a”g 1;, 85&(1 7, kde se samoziejme [
méni dle toho, pro kterou vrstvu pocitame.

Co si z toho tedy miizeme odnést? Ze abychom byli schopni vypoéitat derivaci podle
jednotlivych vah, pak bychom potrebovali jit od konce vrstvu po vrstvé, jelikoz jedna
zévisi na druhé. A vzhledem k tomu, Ze dle (4) jiz vime, jak spoéitat §(), tak jiz jen
musime zjistit, jak spoéitat obecné 80, ktera bude vychazet z 62,

Pfiklad 8.2. Pojdme si odvodit vzorec pro 6():
Pojdme vychézet z vySe odvozeného vypoétu pro 6(4—1:

(L=1) dal=1) 921 gall) oC
T 92L-1) §aL-1) §x(L) Hg(L)
Jiz vime, Ze soudin poslednich dvou ¢lent tvoii §(©). Proto si je nahradime:

0

L- L
(L-1) _ aCL( 1) 82( ) (L)
oz(L—-1) 8a(L71)
Nyni jdeme rozklicovat jednotlivé cleny. Zacéneme c¢lenem adfé - Vidime, Ze jde o
derivaci vazeného vstupu. Proto si pripomeneme vzorecek pro jeho vypocet:

4]

SO — 0 gl=1 4 p®

7 toho lze vyvodit, Ze derivace vazeného vstupu 2z dle a(F=1) je:

f e 1 (L-1) Y . . .
Nyni nam jiz zbyva ¢len %. Opét vidime, Ze budeme derivovat funkci al?, proto
z
si pripomeneme rovnéz vzorec pro vypocet:

a® = J(Z(l))
A derivace pro tento konkrétni pripad je tedy rovna:
dalL~Y) e (-1
gz =7 )

Pokud nyni vse poskladédme, pak:

S — o (01D 50

Timto jsme ziskali vzorec, diky kterému muzeme vypoéitat 6% s pomoci 6“~. Nyni
si jej prepiseme zcela obecné a zaroven prohodime indexy, abychom nalevo od rovnitka
méli pouze 6. Ctenaf si mize sam zkusit ovéfit, pro¢ toto plati.

50 = o (50 50+
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Mame tedy ctyfi vzorce, diky kterym jsme schopni vypocitat derivace dle jednotlivych
vah a biasU. Tentokrat se jiZ vratime k vektorovému zapisu:

Teorie 8.2. ¢ viz 4.11

5 =o'z o v,C (5)
5(l) — O,/(z(l)) ® ((w(l+1))T5(l+1)) (6)

oC
o0 = Y

(%j
8Cl _ aI(CH)(S(;) (8)

ouw'Y !
jk

Vice viz [18] a [19]
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Kapitola 9
Implementace neuronové sité v jazyce Python

V tuto chvili jiz zname vSe potfebné z matematického hlediska pro to, abychom mohli
tyto znalosti prevést v plné funkéni kéd. Jelikoz tato prace stavi na vyborné knize
Michaela Nielsena, jak jiz bylo zminéno v tvodu, tak si budeme vysvétlovat kod prave
z jeho knihy.

Poznamka 9.1. Zde si projdeme kéd, tak aby korespondoval s teoretickou casti. Pokud
¢tenare zajimé kod blize do detailu z pohledu programéatorského, necht se podiva do pri-

es v

do implementovaného programu, ktery je dodan véetné komentaru.

Nejprve si pojdme stanovit ,,plan utoku*:

m Nacteme tréninkova a testovaci data

m Nahodné inicializujeme vahy a biasy, abychom méli kde zacit

m Tréninkova data zamichdame a rozdélime na mini-batche

m Pro kazdy mini-batch vypoc¢teme gradient a dle néj posléze upravime vahy a biasy

Nyni jiz madme nés plan itoku a dle néj si spole¢né projdeme cely kéd. Pokud by se
¢tenar rad podival nejprve na kéd jako celek, ¢i by ho zajimal pouze kod, pak kompletni
kéd s komentari se nachazi v priloze.

B 5.1 Nactenidat

Nacteni dat bylo blize probirano v kapitole 5. Avsak nejedna se o téma, které je nutné k
pochopeni problematiky. Proto si ¢tenar mize bud jiz pretransformovana data stahnout,
¢i program, ktery transformaci provede.

Nicméné samotné nac¢teni dat provedeme takto:

m Importujeme modul pro nacéteni dat.
m Nacteme tréninkova a testovaci data.

import mnist

training_data, test_data = mnist.load()

Obrazek 9.1. Nacteni dat ze serializovaného souboru
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9. Implementace neuronové sité v jazyce Python

B 0.2 spustenisits

Zde si vyzkousime, jak vlastné sit spustit, abychom ji vidéli v akci. AZ poté se vrhneme
na vysvétleni samotného kédu sité.

m Importujeme si tr¥idu, kterd implementuje neuronovou sit
m Vytvorime si novou instanci sité s potfebnymi vrstvami
m Spustime uceni pomoci Stochastic Gradient Descent metody - SGD

from network import Network

n = Network([784, 30, 10])
n.SGD(training_data, 30, 20, 3.0, test_data=test_data)

Obrazek 9.2. Spusténi tréninku sité pomoci algoritmu stochastic gradient descent

B 9.3 samotny kéd neuronové sits

Zde budeme spole¢né prochazet implementaci neuronové sité od Michaela Nielsena.

B 9.3.1 Inicializace

Jako parametr pro vytvoreni sité je potfeba pouze pole, které definuje pocet neuront
v jednotlivych vrstvach. Jak mtzeme vidét z piikladu, kde vstupni pole je [784, 30,
10], tak vstupni vrstva obsahuje 784 neurontu, coz by mélo byt vzhledem k povaze
vstupnich dat ¢tenafi jasné. Druha vrstva bude mit 30 neuronti. S touto hodnotou lze
experimentovat, nebof neni pevné zaddna a rozdilné hodnoty mohou prinést rozdilné
vysledky. A posledni vrstva obsahuje 10 neuroni, kterd opét vychazi z povahy tikolu,
ktery po siti chceme.

def __init__(self, sizes):
self.sizes = sizes

self.num_layers = len(sizes)
self.biases = [np.random.randn(y, 1) for y in sizes[1:]]
self.weights = [np.random.randn(y, x) for x, y in zip(sizes[:-1], sizes[1:])]

Obrazek 9.3. Inicializace sité

Nyni si popiseme, co se déje v kodu dle 9.3.

m Ulozime si informaci o velikostech jednotlivych vrstev
m Ulozime si pocet vrstev

m Nahodné inicializujeme biasy

m Niahodné inicializujeme vahy
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9.3 Samotny kéd neuronové sité

B 9.3.2 SGD

Nyni si spolecné projdeme kod pro stochastic gradient descent. Ten, jak jsme si povédéli,
spociva v tom, ze si rozdélime tréninkova data na mini-batche a poté pocitame gradi-
ent vzhledem k nému. Diky tomu dojde k vyznamnému urychleni celého tréninkového
procesu.

def SGD(self, training_data, epochs, mini_batch_size, eta, test_data = None)
if test_data:
n_test = len(test_data)

n = len(training_data)

for j in range(epochs):

random.shuffle(training_data)
mini_batches = [training_data[k : k + mini_batch_size] for k in range(0, n, mini_batch_size)]

for mini_batch in mini_batches:
self.update_mini_batch(mini_batch, eta)

if test_data:

print("Epoch {0}: {1} / {2}".format(j, self.evaluate(test_data), n_test))
else:

print("Epoch {0} complete".format(j))

Obrazek 9.4. Stochastic gradient descent

. Pokud jsou na vstupu testovaci data, pak si ulozime kolik jsme jich obdrzeli.

. Ulozime si pocet tréninkovych dat.

. Provedeme specifikovany pocet epoch.

. Ndhodné promichame tréninkova data a rozdélime je na pocet mini batchi, specifi-
kovany pri volani funkce.

5. Pro kazdy mini batch provedeme aktualizaci vah a biast dle gradientu pro tento mini

bacth.
6. Pokud jsou jako parametr zaddna testovaci data, pak ohodnotime presnost sité.

W N =

Bl 9.3.3 Update minibatch

Tato metoda mé na starosti najit gradient pro dany minibatch a na jeho zakladé upravit
vahy a biasy.

1. Nejprve si pripravime prazdné matice pro jednotlivé vahy a biasy.
2. Poté pro kazdy vstup v daném mini-batchi:

1. Vypoéteme vsechny §()
2.V téchto dvou fadcich se provadi suma ze vzorce (2) a (3) na strané 42.

3.V téchto dvou radcich se vyuziji ziskané sumy a dopocitaji se jiz zminéné vzorce (2)
a (3) na strané 42.
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9. Implementace neuronové sité v jazyce Python

def update_mini_batch(self, mini_batch, eta):

nabla_b = [np.zeros(b.shape) for b in self.biases]
nabla_w = [np.zeros(w.shape) for w in self.weights]

for x, y in mini_batch:

delta_nabla_b, delta_nabla_w self.backprop(x, y)

nabla_b [nb + dnb for nb, dnb in zip(nabla_b, delta_nabla_b)]
nabla_w [nw + dnw for nw, dnw in zip(nabla_w, delta_nabla_w)]

self.weights = [w - (eta / len(mini_batch)) * nw for w, nw in zip(self.weights, nabla_w)]
self.biases = [b - (eta / len(mini_batch)) * nb for b, nb in zip(self.biases, nabla_b)]

Obrazek 9.5. Update mini batch

Bl 9.3.4 Backpropagation

© 00 J O Ut = W

10.
11.
12.
13.

. Opét si pripravime prazdné matice pro vadhy a biasy
. Zde si nastavime aktudlni vrstvu aktivaci jako vstup x a déle si ulozime aktivaci do

pole s aktivacemi. Z kapitol, kde jsme odvozovali vzorecky je ziejmé, pro¢ se vyplaci
si uchovavat jak aktivace, tak vazené vstupy pro jednotlivé vrstvy - jsou vyuzivany
pro vypocteni gradientu.

. Zde se jedna o klasicky dopredny prichod

. Pouziti vzorecku (2) ze strany 28 a ulozeni vazeného vstupu.

. Vzorecek (3) ze strany 28 a ulozeni.

. V§pocet 81 dle (5) strana 48.

. Vzorec (7) strana 48.

. Vzorec (8) strana 48.

. Retézové budeme poéitat derivace pro jednotlivé vrstvy. Jdeme od predposledni

vrstvy, jelikoz az od té je to cyklicky proces. Viz odvozovani 8.2 strana 46
Vzorec (6) strana 48.

Vzorec (7) strana 48.

Vzorec (8) strana 48.

Vratime vysledné derivace

B 9.3.5 Pomocné funkce

Déle se v kédu nachazi nékolik pomocnych funkci, které ovsem nejsou klicové pro sa-
motné pochopeni algoritmu, proto zde budou vynechdny. Blize popsané samoziejmé
budou v priloZzeném jupyter notebooku.
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9.3 Samotny kéd neuronové sité

def backprop(self, x, y):
nabla_b = [np.zeros(b.shape) for b in self.biases]

nabla_w = [np.zeros(w.shape) for w in self.weights]

activation = x
activations = [x]
zs = []

for b, w in zip(self.biases, self.weights):
z = np.dot(w, activation)+b

zs.append(z)

activation = sigmoid(z)
activations.append(activation)

delta = self.cost_derivative(activations[-1], y) * sigmoid_prime(zs[-1])

nabla_b[-1] delta

nabla_w[-1] np.dot(delta, activations[-2].transpose())

for 1 in range(2, self.num_layers):
z = zs[-1]
sp = sigmoid_prime(z)

delta = np.dot(self.weights[-1 + 1].transpose(), delta) * sp

nabla_b[-1] delta

nabla_w[-1] np.dot(delta, activations[- 1 - 1].transpose())

return (nabla_b, nabla_w)

Obrazek 9.6. Back propagation
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Kapitola 1 0
Zaveér

Cilem této prace bylo vytvorit studijni materidl pro zaky strednich skol, ktef{ maji
zékladni znalost diferencidlniho poc¢tu a pokusit se spise lidskym pristupem problema-
tiku priblizit. S tim se pojilo predevsim to, Ze v anglickém jazyce jiz existuje nékolik
excelentnich zdroju, avSak pokud by ¢tenar nebyl plné szit s anglickou ¢etbou, pak by
komplexita, jiz tak naro¢ného tématu, stoupla.

Druhou ¢asti byla konkrétni implementace neuronové sité pro rozeznavani ru¢né psa-
nych dcislic ve svétle ziskanych znalosti a ovéreni na testovaci Casti dat. Celd prace
vychazela z vyborné zpracované knihy Michaela Nielsena', na které stavéla a popiso-
vany kéd neuronové sité je ¢erpan praveé z této knihy. Michael Nielsen se tomuto tématu
vénuje jesté hloubéji, takze pokud je ¢tenar ochotny zkusit studium v anglickém jazyce,
je mu vice nez doporuceno se na zminénou knihu podivat.

B 10.1 vyukovy material

Je pocitano, Ze na prvni prichod praci pravdépodobné u ¢tendre ona ,heureka“ nena-
stane, jelikoZz neuronové sité jsou téma skutecné obsahlé a pro nové prichozi narocné
nejen na predstavivost, ale predevsim na to si zvyknout na matematickou notaci, ktera
se na prvni pohled muze zdat komplikovana.

Pokud ¢tenar ovSsem vydrzi a praci si v klidu projde, ¢i se dokonce vrati k ¢astem,
které mu nebyly tplné jasné, pak mu urcité poskytne kvalitni intuitivni zéklad, se
kterym se bude moci vrhnout do navazujiciho studia.

I 10.2 Implementace sité a ovéreni presnosti

l 10.2.1 Implementace

Ctenaf si miize implementaci neuronové sité bud pouze vyzkouset, ¢ dokonce projit s
komentari, jelikoz jeji implementace je jak formou obycejné ptilohy, tak formou Jupyter
notebooku 1.3.4, ktery umoznuje ke kédu psat i prehledné poznamky a komentare.

Il 10.2.2 Ovérenipresnosti

Ovéreni piesnosti probihd na testovaci ¢asti datasetu MNIST?, ktery je vyuzivan rovnéz
k samotnému vytrénovani sité. Jak jsme si fikali v avodu 9, tak na pocatku jsou vahy
a biasy nadhodné inicializovany a az poté se zacne sit zlepSovat. Zaroven se pokazdé
tréninkova data zamichaji jinym zptsobem. Z toho lze vyvodit, ze pii kazdém spusténi
naseho programu, kdy se bude sit ucit, budeme dostdvat mirné odliSnou presnost.

! http://neuralnetworksanddeeplearning.com/
2 http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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10.2 Implementace sité a ovéreni presnosti

Nize si uvedeme dvé spusténi nasi sité s nasledujicimi parametry:

m Sit bude mit tii vrstvy

m Vrstvy budou mit 784, 30, 10 neuroni respektive
m Budeme sit trénovat vzdy po 10 epoch

m Velikost mini-batche stanovime na 30

m=3.0

Vysledek prvniho chodu programu na obrazku 10.1

-+ bachelor-thesis git:(master) x python net.py

Loading file: data/data.pkl...
Epoch 0: 8876 / 10000
Epoch 1: 9101 / 10000
Epoch 2: 9208 / 10000
Epoch 3: 9289 / 10000
Epoch 4: 9328 / 10000
Epoch 5: 9336 / 10000

/

/

/

/

N =&

Epoch 6: 9369 10000
Epoch 7: 9384 10000
Epoch 8: 9370 10000
Epoch 9: 9432 10000

O oo ~NouU bW

Obrazek 10.1. Prvni prichod siti pro ovéfeni presnosti

Vysledek druhého chodu programu na obrazku 10.2

-+ bachelor-thesis git:(master) x python net.py

Loading file: data/data.pkl...
Epoch 0: 8983 / 10000
Epoch 1: 9227 / 10000
Epoch 2: 9287 10000
: 9304 10000
: 9353 10000
: 9358 10000
¢ 0381 10000
¢ 0378 10000
388 10000

: 9388
: 9402 10000

N =

Epoch
Epoch
Epoch
Epoch
Epoch
Epoch
Epoch

W oo~NOouU bW
R N N T

Obrazek 10.2. Druhy prichod siti pro ovéreni presnosti

Data na obrazcich 10.1 a 10.2 ¢teme nésledovné:

m Epoch je ¢islo epochy viz 7.6.2
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m Prvni cislo je pocet spravné uhodnutych cislic
m Druhé ¢islo je celkovy pocet testovacich ¢islic

Jak muzeme vidét, presnost naseho feseni je vynikajicich ~ 94% a vime, jak cely pro-
ces funguje od prvniho po posledni ¢islo. Samoziejmé, Ze dnesni sité nabizeji mnohem
presnéjsi klasifikaci, nezapominejme, ze se bavime o naprosto zakladni podobé neuro-
nové sité. Dale bychom se také mohli vénovat a zkouset vyladit 7, pocet skrytych vrstev
a jejich velikost, atd... To vSsechno mé na vyslednou presnost vliv. Nicméné, pokud se
zamyslime, ze namisto, abychom klasickym zpusobem zkouseli pocitaci vysvétlit, co to
vlastné je cislo napriklad 2 a jak jej ma poznat, tak se to pocita¢ z dat nauci sdm a
dokonce s takto vysokou presnosti, pak je patrna vyznamnost tohoto oboru.

Dalsi ohromnou vyhodou je, ze s algoritmem jako takovym neni tfeba nic délat.
Pokud bychom poupravili vstupni a vystupni vrstvu a korektné naformatovali trénovaci
a testovaci data, pak se sit muze naucit rozeznavat napriklad psy od kocek.
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Piiloha A
Program pro transformaci a nacitani MNIST

Tato priloha poskytuje program pro transformaci originalnich data z MNIST datasetu
na nami pozadovany formét. K dispozici je nékolik verzi programu. Format originalnich
dat je popsan v kapitole 5.

I A.1 Zakladniverze

Tato verze se sklada z klasickych soubort s pythonovskym kédem. O€ekava se, Ze tato
verze bude pfipadné uzita pro experimentovani s kdédem. Soucasti jsou dva soubory.

B A.1.1 Mnist

Hlavnim souborem je mnist.py, ktery se nachézi v umisténi code/mnist.py. Tento soubor
je vyuzivan implementaci neuronové sité k nacitani dat MNIST datasetu.

Tento program se podivd, zda-li se nachédzi soubor s daty na cesté data/data.pkl
(relativné od umisténi programu). Pokud soubor chybi, pak provede transformaci dat.
Ocekava se, ze soubory s origindlnimi daty se nachézi relativné od souboru na cesté
data/mnist/*. Origindlni soubory MNIST datasetu jsou o¢ekavany jiz rozbalené, bez
koncovky a s originadlnimi nazvy.

evvs

relativni cesté data/mnist/note.tzt od souboru mnist.py.

Cesty ke vSem soubortim lze samoziejmé upravit. Slouzi k tomu proménné na zac¢atku
souboru mnist.py. Konkrétné jde o nasledujici proménné: files a data_file_name.

vvvvv

zavolat metoda load(). Program po kazdém importu sam zkontroluje, zda-li existuji
transformovand data a v pripadé pottfeby je tranfsformuje. Ukazka, jak modul impor-
tovat a data nacist je napiiklad na obrazku 9.1.

Il A.1.2 Exporter

Tento program je dodavan spise jako pomiicka pro lepsi predstavivost. Je diky nému
mozné si zobrazit obrdzek na daném indexu spolu s korektnim popiskem (v nadpisu
okna), ¢i dokonce dany obrazek ulozit jako soubor. Souc¢asti nazvu bude korektni popisek
a index cislice.

V programu jsou hlavni dvé metody a to show a save. Tyto metody a jejich pouziti je
popsané v komentarich. Nicméné mozné uziti obou metod by mohlo vypadat naptiklad
jako na obrazku A.3.

Poznamka A.3. Pro vyuziti tohoto modulu k zobrazeni ¢islic je potfeba mit nainstalo-
vany matplotlib. Vice informaci o matplotlibu 1ze najit napiiklad zde [20]. Pro ukladani
je potieba modul skimage'.

! https://scikit-image.org/
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A Program pro transformaci a nacitani MNIST

import mnist_exporter as me

me.show(10)

me.save(10)

Obrazek A.3. Zobrazeni a ulozeni obrazku na indexu 10

I A.2 Jupyterverze

Tato verze poskytuje vysvétleni zakladniho programu a jak funguje transformace dat.
Programy pro zobrazovani a ukladani jsou dodavany pouze jako doplnkové. Jelikoz
nejsou pro pochopeni tématu kritické jejich vysvétlivky zde tedy nejsou. Vice informaci
o Jupyteru viz 1.3.4.

Poznamka A.4. Jupyter spustime tak, ze se v terminalu presuneme pomoci piikazu cd do

slozky na relativnim umisténi jupyter a poté zaddme jupyter notebook a Jupyter by se
meél nastartovat a otevrit v prohlizeci. Poté otevieme notebook s ndzvem MNIST.ipynb.
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Piiloha B
Implementace neuronové sité

Tato priloha poskytuje implementaci neuronové sité, kterd je schopna naucit se roze-
znédvat ruéné psané cislice. Kod je prevzat z prace Michaela Nielsena [7] a jsou k nému
poskynuty vysvetlivky. K dispozici jsou dvé verze programu.

I B.1 Zakladniverze

Tato verze je primarni a je urcena pro testovani a experimentovani s neurono-
vou siti. Koéd pro spusténi samotného tréninku sité se nachézi na relativni cesté
code/net_training.py. Samotnd implementace sité se pak nachédzi na code/network.py.

I B.2 Jupyterverze

Tato verze poskytuje vysvétleni zakladniho programu neuronové sité. Vice informaci o
Jupyteru viz 1.3.4.

Poznamka B.5. Jupyter spustime tak, Ze se v terminalu presuneme pomoci prikazu cd
do slozky na relativnim umisténi jupyter a poté zaddme jupyter notebook a Jupyter by
se mél nastartovat a otevrit v prohlizeci. Poté otevieme notebook s ndzvem Net.ipynb.
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Priloha €
Slovnicek

Al
API
ML
NN

Artificial Intelligence (Uméld inteligence)
Application Programming Interface
Machine learning (Strojové uceni)
Neural Network (Neuronova sit)
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